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Kurzfassung

Die standige Uberwachung von Konstruktionen wéhrend ihrer Lebenszeit ist eine bedeutsame Aufga-
be, die Gegenstand vielzahliger Forschungsaktivitaten ist. Unter dem Aspekt der Nachhaltigkeit ist die
Verlangerung der Nutzungsdauer bestehender Konstruktionen von unschatzbarem Wert, sowohl aus
finanziellen Griinden als auch unter dem Gesichtspunkt der Erhaltung der gebauten Umwelt und des
Denkmalschutzes.Bei allen Erfolgen der Projekte zur Bauwerkserhaltung ist die Frage, wie entstehen-
de Schadigungen rechtzeitig erkannt werden kdnnen, auch wenn sie erst geringfligig sind, nicht be-
friedigend beantwortet worden. In diesem Beitrag wird eine neue Methode zur Detektierung von Struk-
turschadigungenvorgestellt. Diese beruht auf einer integrierten Auswertung von Messwerten verschie-
dener Sensoren nach der Methode der kleinsten Quadrate sowie der Interpretation der dabei auftre-
tenden Langrange-Multiplikatoren.Diese Methode der Schadigungsanalyse wird anhand eines nume-
rischen Beispiels aus einemVier-Punkt-Biegeversuchmit einem Verbundtragernaher erlautert.

1. Einleitung und Motivation

Seit vielen Jahren wird versucht, sich entwickelnde Schadigungen bei Strukturen, insbesondere bei
Bricken,frihzeitig zu erkennen, um rechtzeitig eingreifen zu kénnen und die weitere Nutzung sicher-
zustellen. Nach der Schadenserkennung bestehen die weiteren Herausforderungen in der Schadens-
lokalisierung und der -quantifizierung. Werden kontinuierlich Daten erfasst, um Aussagen uber die
Funktionsfahigkeit einer Struktur abzuleiten mit dem Ziel, bei einer Schadigung friihzeitig Gegenmal-
namen einzuleiten, spricht man von Structural Health Monitoring (SHM). Einen Uberblick tiber aktuelle
Techniken fiir das SHM von Briicken geben (AHLBORN et al 2010a), ein Uberblick Giber kommerzielle
Sensoren fur die Zustandsiiberwachung von StraBenbriicken ist in (AHLBORN et al. 2010b) zu finden.

Die seit einiger Zeit vorrangig gewahlte Methode flr ein Monitoring bestehtaus der Beobachtung und
Analyse des Schwingungsverhaltens. Eingehende Untersuchungen zu dieser Methode wurden an-
hand einer kontrollierten Schadigung der 1-40-Briicke uber den Rio Grande in Albuquerque, New Me-
xico, USA durchgefihrt, wobei die Anregung mit einem hydraulischen Shaker erfolgte. Als Ergebnis
dieser Untersuchungen trafen (FARRAR und JAUREGUI 1998) unter anderem die Feststellung
»---Jthatstandard modalproperties suchas resonantfrequenciesandmodeshapesarepoorindicatorsof-
damage”.Jedoch hat die rasante Entwicklung der Mess- und Auswertetechnik in den letzten 15 Jahren
zu groBen Fortschritten in der Analyse des ambienten Schwingungsverhaltens gefiihrt, siehe z.B.
(WENZEL und PICHLER 2005). In (WENzEL 2010) wird eine Untersuchung vorgestellt, in der an der
Uberfihrung S101 der Westautobahn in Osterreich (vorgespanntes Betontragwerk)mehrere Schadi-
gungstests durchgefuhrt wurden, bei denen das Schwingungsverhalten mit Beschleunigungsaufneh-
mern aufgezeichnet wurde. Als Ergebnis der Untersuchung wird angegeben, ,dass samtliche Schadi-
gungstests, so gering sie auch waren, ihre Spuren in der dynamischen Antwort hinterlassen haben®.

In diesem Beitrag soll eine weitere vielversprechende Methode fiir die Schadenserkennung von Struk-
turen vorgestellt werden. Das Ziel ist dabei nicht die Beurteilung des Bauwerks im Frequenzbereich,
sondern die Beurteilung von Verformungen unter Berlcksichtigung des mechanischen Modells.
Durchbiegungen, Neigungsanderungen und Dehnungen kénnen heutzutage mit einer Vielzahl von
Sensoren, von Dehnungsmessstreifen (DMS) iber FaseroptischeSensoren (FOS) bis hin zu Terrestri-
schen Laserscannern (TLS) erfasst werden. Die Frage ist nun, wie sich die erfassten geometrischen
Veranderungen zu einer Schadenserkennung nutzen lassen. Dazu wird ein neuer methodischer An-
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satz verfolgt. Dieser besteht in einer integrierten Auswertung aller Messdaten, z.B. Durchbiegungen
und Krimmungen, mit Hilfe einer Ausgleichung nach kleinsten Quadraten. Als funktionales Modell fir
die Ausgleichung werden Ansatzfunktionen verwendet, die das mechanische Verhalten des zu unter-
suchenden Bauteils fur jede Messwertgruppe beschreiben. Die unbekannten Parameter werden derart
gewahlt, dass die Gleichungssysteme fir jede Messwertgruppe unabhangig voneinander sind. Die
Tatsache, dass z.B. zwischen Durchbiegungen und Krimmungen funktionale Beziehungen herrschen,
wird durch Bedingungsgleichungen beriicksichtigt. Diese Formulierung hat den Vorteil, dass sich St6-
rungen der Gleichungssysteme, wie sie durch Schadigungen hervorgerufen werden, anhand der so
genannten Lagrange Multiplikatoren (LM) erkennen lassen, die im Laufe der Ausgleichung nach klein-
sten Quadraten mit Bedingungen zwischen den unbekannten Parametern anfallen.

Eine Ausgleichung ist immer dann durchzufiihren, wenn mehr Messdaten vorliegen, als fiir eine ein-
deutige Bestimmung der unbekannten Parameter erforderlich ist. In diesem Fall werden an die Mess-
werte so genannte Verbesserungen angebracht. Stellt man dann die Forderung, dass die gewichtete
Quadratsumme der Verbesserungen minimal wird, erhalt man eine Lésung mit bestimmten Optimal-
eigenschaften, siehe z.B. (NIEMEIER 2008). Diese Methode der Messdatenauswertung wurde von C.F.
GAUR (1777-1855) begriindet, siehe hierzu GAUR (1887). Sie ist seit vielen Jahrzehnten die herausra-
gende Auswertemethode in der Geodasie, da sich nur mit ihrer Hilfe Aussagen zu Genauigkeit und
Zuverlassigkeit des Ergebnisses treffen lassen, siehe z.B. (NEITZEL 2010).Auch im Bereich des Bauin-
genieurwesens wird diese Methode seit vielen Jahren erfolgreich eingesetzt, z.B. bei der Formfindung
von Stabtragwerken und Seilnetzten mit Hilfe der Kraft-Dichte-Methode, siehe z.B. (SCHEK1974). Die
Berechnung vorgespannter Seil- und Hangenetze mit Hilfe der Ausgleichungsrechnung beschreibt
(GRUNDIG 1975). Aktuelle Softwareprodukte fiir die Planung und Berechnung leichter Flachentragwer-
ke, z.B. das Programm ,Easy“ (technet GmbH, Berlin), nutzen die Ausgleichung nach kleinsten Qua-
draten.

Die bei einer Ausgleichung mit Bedingungen zwischen den unbekannten Parametern auftretenden
Lagrange-Multiplikatoren werden in allgemeiner Form in (SILVEY1959) beschrieben, deren physikali-
sche Bedeutung wird z.B. in KARABULUT(2006)aufgezeigt. SINGER (1995) konnte u. a. zeigen, dass der
Lagrange-Multiplikator im Zusammenhang mit der Berechnung von pneumatischen Systemen dem
Innendruck entspricht. Wie die Lagrange-Multiplikatoren auf eine Schlechterflillung von Bedingungen
zwischen den unbekannten Parametern reagieren, wird in (WZIONTEK et al. 2001) anhand geome-
trisch-anschaulicher Beispiele gezeigt. In der Okonometrie ist die Interpretation der LM als Opportuni-
tatskosten, siehe z.B. (KISTNER 1993), seit Jahrzehnten etabliert.

Die grundlegende Idee der LM-Interpretation fir die Strukturuntersuchung wurde bereits in (BRANDES
und DAUM 2008) am Beispiel des Langzeit-Monitoring an den Spannbetonbriicken des Hauptbahnhofs
Berlin vorgestellt. Eine umfangreiche Darstellung der methodischen Zusammenfiihrung von Struktur-
analyse und Messung ist in (BUCHHARDT und BRANDES2009) zu finden. Der Schwerpunkt des vorlie-
genden Beitrags liegt auf der konsistenten Darstellung derBestandteile des Auswerteprozesses. Auf
der Grundlage der Messwerte ist zunachst die mathematische Modellbildung durchzufiihren, die in
Abschnitt 2 beschrieben wird. Danach folgt in Abschnitt 3 die Bestimmung der unbekannten Parame-
ter mit Hilfe der Ausgleichungsrechnung, bei der auch die LM fir die weitere Interpretation anfallen.
Die Verwendung der LM zur Detektierung von Strukturschaden wird in Abschnitt 4 an einem numeri-
schen Beispiel aus einem Vier-Punkt-Biegeversuch mit einem Verbundtrager gezeigt, der in
(UNTERGUTSCH und BRANDES 2011) vorgestellt wurde.

2. Mathematische Modellbildung

Das mathematische Modell der Ausgleichungsrechnung umfasst das funktionale Modell und das sto-
chastische Modell. Im funktionalen Modell missen die geometrisch-physikalischen Eigenschaften
moglichst zutreffend durch Gleichungen beschrieben werden. Im stochastischen Modell werden die
Genauigkeitsverhaltnisse der Messwertedurch die Angabe von Varianzen und Kovarianzenerfasst.

2.1 Funktionales Modell

Die folgende Formulierung der funktionalen Modellebezieht sich auf den Fall einesVier-Punkt-Biege-
versuchsmiteinemVerbundtrager,andemDurchbiegungen w(x) und Kriimmungen w"(x) gemessenwur-
den. Diese Messwerte werden als Beobachtungen bezeichnet und die jeweiligen Durchbiegungen und
Krimmungen zu einer einzelnen Beobachtungsgruppe zusammengefasst. Nun besteht die Aufgabe,
die gesuchten Parameter mit den Beobachtungendurch ein geeignetes funktionales Modell zu ver-
knipfen. In diesem Beispiel erfolgt die Beschreibung der geometrisch-physikalischen Beziehungen
zwischen den Messwerten und den unbekannten Parametern durch einfunktionales Modell, das den
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verknipfen. In diesem Beispiel erfolgt die Beschreibung der geometrisch-physikalischen Beziehungen
zwischen den Messwerten und den unbekannten Parametern durch ein funktionales Modell, das den
Grundlagen der technischen Mechanik bestmaoglich entspricht. Fir den durchgefihrten Vier-Punkt-
Biegeversuch ergibt sich das mechanische Modell des Biegebalkens nach Bernoulli mit Querkraftver-
formung aus einer Losung der Differentialgleichung der elastischen Linie fiir gerade Balken

My
W"(x)=—F : (1)
y

mit dem Elastizitdtsmodul E, dem Biegemoment M, und dem Flachentragheitsmoment 7, bezuglich der
y-Achse (Querachse) des Balkens, siehe (GUMMERT 1994). Mit x ist die Koordinate der Messstelle
bezeichnet. Zudem sind aus den Schnittlasten-Differentialgleichungen die Beziehungen

My — sz
dx? dx

2

=M, =0. und

© =-M;=-0.=—q, (2)
zwischen Biegemoment, resultierender Querkraft Q. und Streckenlast ¢. in Richtung der z-Achse (Ver-
tikalachse) des Balkens bekannt. In den folgenden Abschnitten werden zwei unterschiedliche Ansatz-
funktionen zur Beschreibung der Biegelinie des Balkens als Losung der Differentialgleichung (1) dar-
gestellt und daraus separate funktionale Modelle fur die Beobachtungsgruppe der Durchbiegungen
und die der Krimmungen aufgestellt. Der funktionale Zusammenhang zwischen Durchbiegung und
Krimmung wird anschliel3end durch eine Kopplung der beiden funktionalen Modelle erreicht.

2.1.1 Ansatzfunktion mit Sinus-Funktion

Fir den zu betrachtenden Versuchsaufbau wird das um die Querkraftverformung erweiterte Balken-
modell nach Jakob Bernoulli verwendet, siehe (SzABO 1964). Im Gegensatz zur Biegeverformung ist
bei einem schlanken Trager, wie dem in Abschnitt 4 untersuchten, der Anteil der Schubverformung
von geringer GroRenordnung. Da die zeitliche Veranderung der Schubsteifigkeit an den tatsachlich
verbauten Briickentragern jedoch von Interesse ist, wurde auch die Schubverformung im Rahmen der
Versuchsauswertung explizit ermittelt. Demnach setzt sich die Durchbiegung w(x) des Tragers mit

w(x) = wyy (%) +wp (x) 3)

aus einer anteiligen Durchbiegung infolge einer Biegemomentverformung wy(x) sowie einer Querkraft-
verformung wy(x) zusammen, wobei in diesem Fall vorausgesetzt wird, dass das Elastizitdtsmodul und
das Flachentragheitsmoment entlang des Balkens konstant sind. Zur besseren Veranschaulichung
werden entsprechend einfache funktionale Zusammenhange gewahlt, die jedoch eine ausreichende
Approximation des Problems ermdglichen. Zudem mussen die Randbedingungen aus dem Balken-
modell erfiillt werden und folglich die Durchbiegung w(x) an den beiden Auflagerpunkten gleich Null
sein. Fir den resultierenden Anteil an der Durchbiegung aus der Biegemomentverformung erfiillt

Wy (x) = W, sin (?j 4)

diese Bedingung, wobei / die Distanz zwischen den beiden Auflagern bezeichnet und W, der Koeffi-
zient des funktionalen Ansatzes fur die Durchbiegung aufgrund eines Biegemomentes ist. Zur geomet-
rischen Veranschaulichung wurde der Anteil der Biegemomentverformung in Abbildung 1 dargestellt.

lm Fle
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Abbildung 1: Anteil der Durchbiegung infolge einer Biegemomentverformung

Fur den Durchbiegungsanteil infolge der Querkraftverformung wird eine andere Verformungsfigur ge-
wahlt, die sich aus mehreren Anteilen zusammensetzt und in Abbildung 2 dargestellt ist. Dabei ist die
Durchbiegung zwischen den beiden Krafteinleitungspunkten Xy und Xy, konstant und verlauft zwi-

schen den Auflagern und den jeweiligen Krafteinleitungspunkten linear.
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Abbildung 2: Anteil der Durchbiegung infolge einer Querkraftverformung

Der funktionale Zusammenhang fur die Querkraftverformung lautet

WQ(X)=WQ0fQ(x) ) (5)
mit
= Sir0<x<x,
X N
h
Jo(x)= 1 fiirx, <x<x, . 6)
[ fiirxﬁ <x<l
[=xp, ’

Wie der Abbildung 5 zu entnehmen ist, liegen die Messstellen der induktiven Wegaufnehmer zwischen
den beiden Krafteinleitungspunkten. Folglich resultiert aus (6) ein konstanter funktionaler Ansatz fur
die Querkraftverformung mit fy(x) = 1 und der Anteil an der Durchbiegung aufgrund einer Querkraftver-
formung reduziert sich auf den Koeffizienten des funktionalen Ansatzes W, . Fir die gemessenen

Durchbiegungen kann somit das funktionale Modell
w(x) =W, sin (%j +Wp, (7)

aufgestellt werden, wobei die Koeffizienten des funktionalen Ansatzes Wyund W, unbekannte Para-
meter sind. Nach Bernoulli besteht zwischen der Durchbiegung w(x) und der Krimmung w”(x) in
einem Punkt entlang eines Balkens der Zusammenhang

d? w(x) _

2 wi(x) . (8)

Die zweifache Differentiation der Gleichung (7) nach x liefert fir die Krimmung die Gleichung

2
w(x)=-W, [%j sin (%j . 9)

Betrachtet man nun die Gleichungen (7) und (9), stellt man fest, dass beide denselben unbekannten
Parameter W, enthalten und folglich eine Abhangigkeit zwischen beiden Gleichungen besteht. Um
diese Gleichungen bezuglich der unbekannten Parameter unabhangig voneinander zu formulieren,
wird mit ¥, eine weitere Unbekannte derart eingeflihrt, dass man fir die Krimmungen die Gleichung

w’(x) =V, sin (%) (10)

erhalt. Dadurch wird formal ermdoglicht, dass die Gleichung fir die Durchbiegung und die fiir die
Krimmung unabhéangig voneinander formuliert werden kénnen. Die Tatsache, dass V, mit

2
Vo=—WO[§] (1)

eine Funktion von W, ist, wird dadurch berlicksichtigt, dass aus (11) die Bedingungsgleichung

2
V0+WO(§j =0 (12)
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gebildet wird. Diese Bedingungsgleichung zwischen den unbekannten Parametern, die auch als ,inne-
re Kopplung“ bezeichnet wird, ist im weiteren Auswerteprozess zu berticksichtigen. Durch diese innere
Kopplung zeigen sich Abweichungen vom funktionalen Modell, die z.B. durch eine Schadigung der
untersuchten Struktur verursacht werden, in einer Schlechterfiillung dieser Bedingung, die somit als
Indikator firr eine Strukturschadigung verwendet werden kann.

2.1.2 Ansatzfunktion mit Hermite-Polynomen

Fur die Beschreibung der Biegelinie eines Balkens durch eine Sinus-Funktion kann nur gefordert wer-
den, dass sich die Durchbiegung in den Auflagern zu Null ergibt. Eine Forderung, dass der Biegewin-
kel w/(x) bzw. die Krimmung w”(x) in den Auflagern identisch Null ist, ist nicht mdglich. Folglich ist
die Verwendung der Sinus-Funktion zur Beschreibung der Biegelinie nur fir beidseitig gelenkig gela-
gerte Balken mdglich. Eine allgemeinere Darstellung der Biegelinie eines Balkens ist durch die Ver-
wendung von Hermite-Polynomen hoherer Ordnung mdglich, siehe (FALK 1963). Fur Hermite-
Polynome 4. Ordnung (kubische Parabeln) kénnen zusatzliche Bedingungen fir den Biegewinkel und
fur Hermite-Polynome 6. Ordnung zusatzlich fur die Krimmung in den Auflagern aufgestellt werden.
Hermite-Polynome einer gewahlten Ordnung « sind Polynome vom Rang -1 und sind in Abbildung
3 im nullstellenfreien Intervall 0< £ <1 fir ao=4 dargestellt.

Abbildung 3: Hermite-Polynome 4. Ordnung

Die vier Hermite-Polynome 4. Ordnung ergeben sich zu
H, =1-3¢*+2&
Hy=§-25%+¢°

Hy=3&-28 1
H, :_52 +‘f3
mit
£== (14)

o
Die Herleitung des funktionalen Modells fiir die Durchbiegungen und Kriimmungen wird exemplarisch
fur Hermite-Polynome 4. Ordnung dargestellt und kann analog auf die Verwendung von Hermite-
Polynomen héherer Ordnung angewendet werden. Fiir die gemessenen Durchbiegungen ergibt sich

das funktionale Modell zur Beschreibung der Biegelinie eines Balkens durch Linearkombination der
Hermite-Polynome 4. Ordnung

4
W(x)=61H1+02H2+C3H3+C4H4=Zcz‘Hi ; (15)
=1

wobei die Koeffizienten ¢, ¢,, ¢;, ¢4 unbekannte Parameter sind. Das funktionale Modell fur die
Krimmung entlang des Balkens ergibt sich wiederum durch zweifache Differentiation
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4 2
W= e (16)

i=l
der Gleichung (15) und ist eine Linearkombination von zweifach abgeleiteten Hermite-Polynomen
4

w’(x) :lizcl (—6+12f)+li202 (—4+6¢f)+lizc3 (6—12§)+lizc4 (—2+6¢)= ZCI-H,-” : (17)
i=l
in diesem Beispiel aus Geraden. Wie bereits bei dem Ansatz mit einer Sinus-Funktion, sind auch hier
die funktionalen Modelle fiir die Durchbiegung und Krimmung von denselben unbekannten Parame-
tern ¢y, ¢, ¢3, ¢4 abhdngig. Um diese Gleichungen unabhangig voneinander zu formulieren, werden mit
s1, 82, 83, 54 weitere Unbekannte eingefuhrt, mit deren Hilfe sich die Gleichung fir die Krimmungen zu

4
W)=Y sHY (18)
i=1

ergibt. Die Tatsache, dass die Parameter s; mit

S

l:c.

1

Vi=1...4 (19)
Funktionen der Parameter ¢; sind, wird berlicksichtigt, in dem aus (19) die Bedingungsgleichungen
s;—¢; =0 Vi=1...4 (20)

gebildet werden. Diese ,innere Kopplung® ist im weiteren Auswerteprozess zu bertcksichtigen und
kann, wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, als Indikator fir eine Strukturschadigung verwendet werden.

2.2 Stochastisches Modell

Die mathematische Modellbildung umfasst neben der Aufstellung des funktionalen Modells auch die
Aufstellung eines stochastischen Modells fiir die Messwerte. Die Aufstellung dieses Modells muss
ebenfalls mit groRer Sorgfalt erfolgen, da die gesuchten Parameter sowie deren Genauigkeiten durch
die stochastischen Eigenschaften der Messwerte direkt beeinflusst werden. Daher ist es erforderlich,
dass fir die Messwerte zuverlassige Genauigkeitsangaben in Form von Standardabweichungen vor-
liegen. In der Regel sind die Herstellerangaben flir das verwendete Instrumentarium zu verwenden.
Méglich ist auch, Werte zu verwenden, die aus der Erfahrung Uber einen langeren Zeitraum mit dem
Messsystem gesammelt wurden. Werden heterogene Messwerte verwendet, z.B. Durchbiegungen in
[cm] und Krimmungen in [10'5 cm'1], ist es nur mit Hilfe des stochastischen Modells méglich, die
Genauigkeitsrelationen zwischen den Messwertgruppen zu bericksichtigen. Bestehen Korrelationen
zwischen den Eingangsgrofien, z.B. durch eine Vorprozessierung der Messwerte, kdnnen diese
ebenfalls im stochastischen Modell abgebildet werden. Das stochastische Modell wird reprasentiert
durch eine Varianz-Covarianzmatrix X;;, aus der sich nach einer skalaren Division mit einem frei
wahlbaren Wert fiir die theoretische Varianz der Gewichtseinheit c,” die Kofaktorenmatrix Q,,, ergibt.
Die Inverse von Qy;, geht als Gewichtsmatrix P in die Ausgleichung ein. Ein zutreffendes stochasti-
sches Modell ist zudem unerlasslich fur die Qualitatsbeurteilung der Ausgleichungsergebnisse mit
Hilfe statistischer Testverfahren. Es ist wichtig anzumerken, dass bei der Auswertung ohne Bertck-
sichtigung einer Gewichtsmatrix P implizit Gber das stochastische Modell verfiigt wird und zwar derart,
dass alle Messwerte als gleich genau und unkorreliert in die Ausgleichung eingehen.

3. Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate

Betrachtet wird das lineare Gleichungssystem L = AX, wobei der Vektor L die Messwerte und der
Vektor X die Unbekannten enthalt. In der Matrix A sind die Koeffizienten des linearen funktionalen
Modells zusammengefasst. Liegen mit » > u mehr Beobachtungen n als unbekannte Parameter u
vor, handelt sich um ein Gberbestimmtes Problem, fiir das folglich keine eindeutige Losung existiert.
Um eine LOsung zu ermdglichen, wird der Vektor der Verbesserungen v eingefihrt und an die Be-
obachtungen angebracht, so dass sich die linearen Verbesserungsgleichungen

L+v=AX (21)

ergeben. Zur eindeutigen Lésung dieses Gleichungssystems bedarf es einer zusatzlichen Forderung
an eine Funktion dieser Verbesserungen und haufig wird mit

v'Pv — min (22)

16. GMA/ITG-Fachtagung Sensoren und Messsysteme 2012 560



DOI 10.5162/sensoren2012/5.2.4

gefordert, dass die Quadratsumme der gewichteten Verbesserungen zum Minimum wird, was als Me-
thode der kleinsten Quadrate bezeichnet wird. Sind von den ausgeglichenen Parametern X Bedin-

gungen b zu erflllen, werden die Koeffizienten der linearen Bedingungsgleichungen in einer Matrix B
zusammengefasst, so dass sich

B"X=b (23)

ergibt. Betrachtet man die Struktur der Verbesserungsgleichungen (21), so fallt auf, dass auf der lin-
ken Seite nur Beobachtungen sowie Verbesserungen stehen und auf der rechten Seite nur eine Funk-
tion der Unbekannten. Zusatzlich sind noch Bedingungen (23) zu erflllen, die sich nur auf die Unbe-
kannten beziehen. Ein derartiges Ausgleichungsproblem wird als GauR-Markov Modell mit Bedingun-
gen zwischen den Unbekannten bezeichnet. Die Losung ist z.B. in (NIEMEIER 2008) beschrieben.

Bei bestehender Forderung v'Pv —min bilden die Bedingungsgleichungen eine Nebenbedingung,
die durch Lésung der Lagrange-Funktion geldst werden kann. Diese ergibt sich zu

Q=v'Pv+20."(B"X-b) > min , (24)

wobei der Vektor A die Lagrange-Multiplikatoren beinhaltet. Die Lésung dieser Extremwertaufgabe
erfolgt durch die Bildung der ersten Ableitungen nach X und A, die anschlieBend zu Null gesetzt wer-
den. Daraus erhalt man das so genannte erweiterte Normalgleichungssystem

A'PA B| X T
X _ A PL . (25)
B" 0|2 0
Die Losung dieses Normalgleichungssystems beinhaltet neben den gesuchten unbekannten Parame-

tern auch die Langrange-Multiplikatoren, die als Indikator fir eine Schadigungsanalyse verwendet
werden kénnen.

3.1 Ansatzfunktion mit Sinus-Funktion
Fur die Durchbiegungen ergeben sich die Verbesserungsgleichungen

L+v,=AX, . (26)
Mit dem Beobachtungsvektor
Li=[w - ow, ] (27)
und dem Vektor der Unbekannten
T
X, =W, Wy | (28)

ergibt sich die Funktionalmatrix mit den Koeffizienten des linearen funktionalen Modells (7) zu

_ - _
sin ! 1

A, = : o (29)

wobei mit n; die Anzahl der gemessenen Durchbiegungen bezeichnet ist. Fur die Krimmungen erge-
ben sich die Verbesserungsgleichungen zu

L +v, =AX, . (30)
Mit dem Beobachtungsvektor
Ly=[w W] (31)
und dem Vektor der Unbekannten
X, =[7 ] (32)
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ergibt sich die Funktionalmatrix mit den Koeffizienten des linearen funktionalen Modells (10) zu

X,
sin !

A= (33)

X,
sin 2
/

wobei mit n, die Anzahl der gemessenen Krimmungen bezeichnet ist. Zusatzlich muss die Bedingung
zwischen den beiden unbekannten Parametern V;, und W, aus Gleichung (12) erfiillt werden. Die
Koeffizienten dieser Bedingungsgleichung werden in der Matrix

BT=K§T 01} (34)

zusammengefasst. Fasst man die Vektoren und Matrizen aus (26) bis (33) in der Form

L{Ll} x{xl} und A{Al 0} (35)
L, X, 0 A,

zusammen und setzt diese zusammen mit (34) in (25) ein, erhalt man das Normalgleichungssystem

ATPA, 0 !B x,| | A/PL,
|
L0 APAL X |=|ARL, | (36)
BT o || 0

wobei mit P, und P, die Gewichtsmatrizen der Beobachtungen bezeichnet sind. Aus der Losung die-
ses Gleichungssystems erhalt man die ausgeglichenen Unbekannten und den Langrange-Multiplika-
tor. Bei Schadigungen am Tragwerk (z.B. durch Risse) éandern sich die Messwerte im Bereich der
Schadigung. Da jedoch das zugrunde gelegte mechanische System und das daraus resultierende
funktionale Modell unverandert gelassen werden, vergrolRert sich der Lagrange-Multiplikator, was als
Indikator fiir eine Schadigung verwendet werden kann. Wenn nun die Beanspruchung aus einer Be-
lastung erfolgt und die Messwerte in Bezug zu den Last-Durchbiegungen gesetzt werden, sind Abwei-
chungen von den Werten der unbeschadigten Konstruktion deutlich erkennbar. Es ist also die stati-
sche oder quasi-statische Beanspruchung ausreichend. Fir eine Lokalisierung von Schadigungen
koénnen verfeinerte Modelle eingesetzt werden.

3.2 Ansatzfunktion mit Hermite-Polynomen
Fur die Durchbiegungen ergeben sich die Verbesserungsgleichungen wieder in der Form
L +v,=AX . (37)

Der Beobachtungsvektor entspricht (27), der Vektor der Unbekannten ergibt sich fir den Ansatz mit
Hermite-Polynomen zu

T
X, =|:c1 G G c4:| , (38)
die Funktionalmatrix mit den Koeffizienten des linearen funktionalen Modells (15) ergibt sich zu
Hy(x,) Hy(x,) Hs(x,) Hix,)
A = : : : : i (39)
Hl (anl ) H2 (an] ) H3 (an] ) H4 (an] )
Fir die Krimmungen ergeben sich die Verbesserungsgleichungen zu

L,+v,=A)X, , (40)
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mit dem Beobachtungsvektor (31). Mit dem Vektor der Unbekannten

X, :|:Sl S2 83 54]T (41)
ergibt sich die Funktionalmatrix mit den Koeffizienten des linearen funktionalen Modells (18) zu
Hi(x,) Hy(x,y) Hi(x,) Hi(x,)

A, = (42)

[—[l,l(xwz2 ) H;(xw:z ) H;(xw:z ) HZ(xw:z )

Zusatzlich mussen die Bedingung zwischen den unbekannten Parametern ¢; und s; aus Gleichung
(20) erfullt werden. Die Koeffizienten dieser Bedingungsgleichungen werden in der Matrix

-1 0 0 0 1 0 0 O

BT — 0 -1 0 0 01 00O (43)
0 0 -1 0 00 10
0 0 0 -1 0 0 01

zusammengestellt. Fasst man die Vektoren und Matrizen wieder wie in (35) beschrieben zusammen,
erhalt man die Lésung fir die gesuchten Parameter aus der Lésung eines Normalgleichungssystems
in der Form (36).

4 Anwendungsbeispiel

4.1 Versuchsaufbau und Messdatenerfassung

Bei technischen Anwendungen ist vor allem den Details der Konstruktion Aufmerksamkeit zu widmen.
Es ist sicher aussichtslos, in Bereichen der Konstruktion Hinweise auf Schadigungen erkennen zu
wollen, in denen keine Sensoren angebracht sind. In der Nahe von Schaden (z.B. Rissen) missen
unbedingt Sensoren appliziert sein, mit denen z.B. Durchbiegungen und Dehnungen erfasst werden
kénnen. Fir die Erprobung der Messsensorik und eine Uberpriifung des Bruchverhaltens der Ver-
bundtrager wurde ein Vier-Punkt-Biegeversuch durchgefiihrt, sieche Abbildung 4. Der Versuch wurde
vom Institut fir Stahl- und Holzbau an der TU Dresden, Professur fir Ingenieurholzbau und baukon-
struktives Entwerfen durchgefiihrt, das auch die Messdaten der Wegaufnehmer und Dehnmessstrei-
fen fir die weitere Auswertung zur Verfligung stellte. Parallel dazu flhrte auch die Bundesanstalt fir
Materialforschung und -prifung (BAM) an dem Verbundtrager Messungen mit faseroptischen Senso-
ren durch. Insgesamt war der Versuch Teil des F&E-Projektes Hochleistungs-Holztragwerke (HHT),
dessen Federfuhrung beim Institut fir angewandte Forschung im Bauwesen (laFB) lag.

Im Rahmen des Versuchs wurde ein Brickentrager bis zum Versagen schrittweise belastet und
gleichzeitig Dehnungen und Durchbiegungen an ausgewahlten Stellen gemessen. Der Versuchsauf-
bau und die Anordnung der Messsensoren kénnen Abbildung 5 entnommen werden. Die Messung der
Verformungen in mittleren Tragerbereich erfolgte mittels induktiven Wegaufnehmern (IWA). Die Deh-
nungen in Tragermitte wurden mit Dehnungsmessstreifen (DMS) an der Tragerober- und -unterseite
sowie mit vier faseroptischen Sensoren (FOS) mit je sieben Messstellen (Bragg-Gitter) im Abstand
von 25 cm in der unteren Verbundfuge gemessen. Die im Rahmen des Versuchs erfassten Messdaten
sollen im Folgenden exemplarisch fir die der Gebrauchslast des Briickentragers entsprechenden
Laststufe durch eine Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgewertet werden.

Die Lage der neutralen Faser des Balkens konnte aus den Messungen mit den elektrischen DMS in
der Balkenmitte errechnet werden und lag genau in der Mitte der Balkenhoéhe. Die gemessenen Deh-
nungen der vier parallel angeordneten FOS an der Balkenunterseite wurden fur jede der sieben
Messstellen gemittelt und anschliefend durch Kenntnis der Lage der neutralen Faser in Krimmungen
Uberfihrt. Die durch IWA gemessenen Durchbiegungen wurden jeweils fur die Sensoren 3 und 4 so-
wie 5 und 6 gemittelt. In die Ausgleichung gehen demnach die Durchbiegungen der IWA und die aus
den FOS sowie DMS abgeleiteten Krimmungen ein.

Die Belastung mit zwei Einzellasten, F/2 in den Drittelpunkten wurde Gber mehrere Stunden nach
einem vorgegebenen Plan verandert. Eine schematische Darstellung des Versuchsaufbaus zeigt Ab-
bildung 5, die Messwerte sind in Tabelle 1 aufgelistet. Die Lage der induktiven Wegaufnehmer kann
ebenfalls Abbildung 5 enthnommen werden. Der Sensor IWA1 wurde in der Balkenmitte angebracht
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und die Sensoren IWA 3 und 4 sowie IWA 5 und 6 befinden sich 87,5 cm links bzw. rechts von der
Balkenmitte. Die vier faseroptischen Sensoren mit je sieben Messstellen wurden so angebracht, dass
die mittlere Messstelle von jedem Sensor sich in der Balkenmitte befindet und von den Ubrigen sechs
Messstellen jeweils drei links und rechts in einem Abstand von 25 cm, 50 cm und 75 cm liegen.

Abbildung 4: Belastungsversuch und Messeinrichtung an einem KHP-BSH-Hybridtrdger

I

Abbildung 5: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus

Tabelle 1: Messwerte fiir Durchbiegungen und Kriimmungen fiir ausgewéhlte Zeitpunkte an den Messpunkten

Zeit- Durchbiegungen [cm] Kriimmungen [10'5 cm'1]
punkt | |\WA1  IWA3/4  IWA5/6
[s] w W, wy w wh Wi wy we Wy wy

1000 3,169 2,967 2,978 4,991 5,065 4,503 4,756 4,427 4,294 4,592
2146 3,814  3,6002 3,550 6,220 6,297 5,616 5,917 5,612 5,358 5,720
4000 3,713 3,463 3,494 5,963 6,036 5,378 5,678 5,277 5,129 5,473
4250 5,782 5,395 5,421 9,719 9,852 8,780 9,254 8,611 8,364 8,924
4500 3,840 3,586 3,614 6,192 6,278 5,593 5,894 5,489 5,333 5,685
4750 5,716 5,331 5,356 11,328 11,484 10,238 10,783 10,044 9,747 10,381

4.2 Ergebnisse

Fir die verschiedenen Belastungszustande wahrend des Biegeversuches wurden die gemessenen
Durchbiegungen und Krimmungen durch eine Ausgleichung nach kleinsten Quadraten mit einem
funktionalen Modell auf Grundlage der Sinus-Funktion ausgewertet. Es ist anzumerken, dass in dieser
numerischen Untersuchung alle Messwerte als gleich genau und unkorreliert angenommen wurden.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengefasst.
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Tabelle 2: Ergebnisse fiir die Auswertung der Messwert fiir unterschiedliche Belastungszusténde

Lagrange

Zeit- Unbekannte Parameter Multiplikator TestgroRe
punkt Wy o, 1A |V0 /W0| A AW,
[s] [10°] [10°] [107] [107]
1000 2,767 0,402 -5,195 1,8775 6,655 2,406
2146 3,364 0,450 -6,316 1,8775 8,187 2,434
4000 3,302 0,411 -6,200 1,8777 7,943 2,406
4250 5,266 0,516 -9,888 1,8777 12,805 2,432
4500 3,379 0,461 -6,345 1,8777 8,189 2,424
4750 5,245 0,471 -9,848 1,8776 13,804 2,632
2146 3,364 0,450 -6,316 1,8775 9,962 2,962

Betrachtet man die Ergebnisse fiir die unbekannten Parameter so fallt auf, dass o, sich annahernd

konstant verhalt und W, sowie ¥, sich zu unterschiedlichen Belastungszustanden deutlich andern.
Dabei ist darauf hinzuweisen, dass zwischen diesen beiden unbekannten Parametern eine Abhangig-
keit nach Gleichung (11) besteht und sie sich somit betragsmafig nur um einem konstanten Faktor
(/1 = 1,8777-10° unterscheiden diirfen, was durch die Werte in der fiinften Spalte in Tabelle 2 besta-
tigt wird. Ebenso andert sich der Lagrange-Multiplikator deutlich zu verschiedenen Zeitpunkten des
Belastungsversuchs. Solange keine fehlerhaften Messwerte auftreten und sich der Balken bei unter-
schiedlichen Belastungszustdnden nach dem gewahlten mechanischen Modell verhalt, muss auch
hier gefordert werden, dass sich der Lagrange-Multiplikator und W, bzw. ¥V, nur um einen konstanten
Faktor unterscheiden. Die letzte Spalte der Tabelle enthalt das Verhaltnis zwischen Lagrange-
Multiplikator und dem unbekannten Parameter W, und es zeigt sich, dass dieses Verhaltnis von unge-
fahr 2,4-10* annahernd konstant bei unterschiedlichen Belastungszustanden ist. Allerdings weicht das
Verhaltnis zum Zeitpunkt 1 = 4750 s etwas davon ab und es muss naher untersucht werden, ob diese
Abweichung signifikant ist oder im Rahmen der Messgenauigkeit liegt. Die letzte Reihe der Tabelle 2
zeigt die Ergebnisse flir die Auswertung der Messwerte zum Zeitpunkt ¢ = 2146 s, wobei die Krimmung
w, um den Faktor vier erhoht wurde, um eine Schadigung zu simulieren. Es ist deutlich zu erkennen,

dass die Anderung dieses Messwertes keine Auswirkung auf die Bestimmung der unbekannten Para-
meter hat und sich diese fiktive Schadigung nur auf den Lagrange-Multiplikator auswirkt. Das Verhalt-
nis zwischen dem Lagrange-Multiplikator und W, ist mit 2,962 deutlich hdher als das Verhaltnis der
originaren Messwerte wahrend des Belastungsversuchs.

5. Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde mit der Analyse der Lagrange-Multiplikatoren (LM) aus der Ausgleichung aller
Messwerte eine neue Methode fir die Detektierung von Strukturschadigungen vorgestellt. Fir den Fall
eines Vier-Punkte Biegeversuchs wurden das Grundkonzept der funktionalen Modellbildung sowie die
resultierenden Ausgleichungsansatze vorgestellt. Anhand einer Uberpriifung des Bruchverhaltens
eines Verbundtragers konnte gezeigt werden, dass sich bei einem Bauteil ohne Schadigung die aus
der Ausgleichung resultierenden Lagrange-Multiplikatoren nahezu gleich ergeben. Nach einer simu-
lierten Schadigung des Bauteils konnte ein deutlich erhéhter Wert fir den LM festgestellt werden, was
ein Beleg fir die grundsatzliche Einsatzfahigkeit der vorgeschlagenen Methode ist. Eine Erweiterung
auf die integrierte Untersuchung einer Konstruktion mit mehreren Feldern ist problemlos maglich.

In weiterfihrenden Untersuchungen zur Datenanalyse ist zunachst ist ein stochastisches Modell fiir
die Messwerte in der Ausgleichung zu berlcksichtigen. Danach sind fir jede Messwertgruppe grobe
Fehler in den Messwerten zu identifizieren und zu eliminieren, um eine Verfalschung des Ergebnisses
auszuschlielfen. Dann kann die integrierte Auswertung aller Messwerte unter Berlcksichtigung der
inneren Koppelung erfolgen. Danach sind die in der Ausgleichungsrechnung etablierten Kenngréen
zur Beurteilung von Genauigkeit und Zuverlassigkeit zu berechnen und zu interpretieren. Im An-
schluss daran kann die Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren erfolgen, wobei auch an dieser
Stelle ein geeigneter Test zu implementieren ist, um eine statistisch gesicherte Aussage zu erhalten.
Auf dem Gebiet der Messwerterfassung ist zu untersuchen, welche Sensoren sich besonders fir die
Schadenserkennung mit der vorgestellten Methode eignen und wo diese bezliglich des Untersu-
chungsobjekts zu positionieren sind.
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