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Kurzfassung 

Die komplexe Permittivität )( 0r0 j   von Dielektrika kann bekanntermaßen dadurch bestimmt 

werden, dass man eine kleine Materialprobe in einen zuvor leeren Hohlraumresonator einbringt und aus 

den Änderungen der Resonanzfrequenz und -güte die relative Permittivität r  und die elektrische Leit-

fähigkeit   bei der Kreisfrequenz   bestimmt. Man unterstellt dabei, dass die Probe den Resonator nur 

in geringem Maße stört (Störungsrechnung) und insbesondere die Resonatorgüte groß bleibt [1]. Diese 
Annahme gilt nicht mehr uneingeschränkt, wenn die zu untersuchende Materialprobe sehr groß oder 
stark verlustbehaftet ist. Im vorliegenden Beitrag wird ein Modell vorgestellt, das die Verluste eines 
teilgefüllten kreiszylindrischen Hohlraumresonators a priori beinhaltet und daher auch im Falle großer 
Verluste (kleiner Resonatorgüten) gültig bleibt. Damit lässt sich die komplexe Permittivität einer großen, 
verlustbehafteten Materialprobe über Hochfrequenz-(HF-)Messungen bestimmen. Zudem kann man 
Änderungen in den Materialeigenschaften infolge von beispielsweise chemischen Reaktionen in der 
Materialprobe (wie in Katalysatoren) oder infolge von Stoffanlagerungen (wie in Partikelfiltern) in situ 
ermitteln. 

1 Einleitung 

Ein Beispiel für einen praktisch wichtigen heterogenen Katalysator im instationären Betrieb ist der Drei-
Wege-Katalysator (TWC) aus der automobilen Abgasnachbehandlung. Ein solcher TWC besteht aus 
einem keramischen Wabenkörper, ist mit einem Washcoat überzogen und in einem Metallgehäuse 
eingefasst. Die Bestandteile des Washcoats erfüllen unterschiedliche Aufgaben mit dem Ziel, Schadstoffe 
effizient aus dem Abgas zu eliminieren. Aluminiumoxid sorgt für eine große Oberfläche, Platin und andere 
Edelmetalle dienen als katalytisch aktive Komponenten und Ceroxid gleicht als Sauerstoffspeicher-
material Schwankungen im Sauerstoffgehalt der Verbrennungsabgase aus. Genaue Informationen über 
die Sauerstoffbeladung des Katalysators sind entscheidend für eine emissionsoptimierte Motorsteuerung, 
weil damit der Durchbruch von Schadgasen rechtzeitig verhindert werden kann [2, 3, 4]. 

Das katalysatorgefüllte Gehäuse ist aus hochfrequenztechnischer Sicht nichts anderes als ein teilgefüllter 
kreiszylindrischer Hohlraumresonator (Bild 1). Der Oxidationsgrad des Katalysators lässt sich direkt, in 
situ und berührungslos beobachten, indem man die Frequenzlage und Güte der Hohlraumresonanzen 
vermisst. Denn die komplexe Permittivität von Ceroxid ändert sich, je nachdem ob es als CeO2 vorliegt 
(bei O2-Überschuss) oder als Ce2O3 (bei O2-Mangel) [5, 6, 7]. 

 
Bild 1: Katalysatorgefüllter Hohlraumresonator mit den Abschnitten Luft – Katalysator – Luft 

Die Frequenz und Güte eines Resonanzmodus kann man z. B. aus den Streu-(S-)Parametern extra-
hieren, die mit einem vektoriellen Netzwerkanalysator (NWA) gemessen werden (Abschnitt 2). Die 
Lösung des inversen Problems, also die quantitative Bestimmung der Materialparameter des Katalysators 
aus den gemessenen S-Parametern, erfordert ein Modell, das auch bei großen Verlusten, sprich kleinen 
Güten, gültig bleibt. Das übliche Vorgehen, die Feldverteilung im Hohlraum für den verlustlosen Fall zu 
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berechnen und die Auswirkung der Verluste als kleine Störung zu behandeln (wie es numerische 
Lösungsverfahren, etwa Finite-Elemente-Programme, in aller Regel tun), scheitert hier. Stattdessen sind 
die Verluste von vornherein zu berücksichtigen. Ein entsprechendes Modell wird in Abschnitt 3 vor-
gestellt. Dabei wird der eigentlich heterogene (poröse) Katalysator als homogenes Material mit komplexer 
Permittivität modelliert (übliche Homogenisierung wie in der Effektivmedientheorie [9]). Damit können die 
homogenisierten Materialparameter eines Katalysators sowohl im längshomogenen (wie in Bild 1) als 
auch – durch Zerlegung in dünne homogene Scheibchen – im längsinhomogenen, transienten Zustand 
bestimmt werden (Abschnitte 4 und 5). 

2 S-Parametermessung eines katalysatorgefüllten Hohlraumresonators 

In Bild 2 ist der Messaufbau skizziert, wie er für S-Parametermessungen von katalysatorgefüllten Hohl-
raumresonatoren verwendet wird [2, 10, 11, 12]. Der Katalysator liegt symmetrisch eingebettet in einem 
leitfähigen, kreiszylindrischen Gehäuse, an dessen Enden Drahtgitter angebracht sind, um einen gut defi-
nierten elektromagnetischen Resonanzraum zu erzeugen. Die Anordnung wird vom Abgas durchströmt. 

Zur Anregung und Beobachtung elektromagnetischer Felder im Hohlraumresonator wird ein NWA 
verwendet, der über Koaxialkabel und kapazitive Stiftkoppler angekoppelt wird. Der NWA misst die 
frequenzabhängigen S-Parameter des Hohlraumresonators (s. Bild 3 für ein Beispiel) [8, S. 120]. Im 
Beispiel des TWC hat eine Reduktion von CeO2 zu Ce2O3 zur Folge, dass sowohl die Resonanzfrequenz 
als auch die Resonanzgüte sinken (Verschiebung der Resonanzkurve zu niedrigeren Frequenzen hin bei 
gleichzeitiger Verbreiterung der Kurve). Der Grund dafür liegt in steigenden Verlusten im Katalysator, 
welche mit der Änderung der komplexen Permittivität von Ceroxid einhergehen. 

 
Bild 2: Schematischer Aufbau zur Messung der S-Parameter von kreiszylindrischen Hohlraumresonatoren 

des Radius a und der Länge R, mit symmetrisch eingebautem Katalysator der Länge K. 

 
Bild 3: Betragsgang des Transmissionsfaktors eines mit zwei 

kapazitiven Stiftkopplern angekoppelten, gehäusten TWC. 
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Beim Wechsel zwischen oxidierend und reduzierend wirkendem (sauerstoffreichem und sauerstoff-
armem) Abgas ändert sich der Oxidationsgrad der elektrochemisch wirksamen Komponente eines TWC. 
Nach einem Wechsel läuft eine Reaktionsfront durch den Katalysator, so dass dieser axial nicht mehr 
homogen beladen ist. Eine Luftzahl-(Lambda-)Sonde nach dem Katalysator „merkt“ einen Wechsel der 
Abgaszusammensetzung daher erst, wenn die Reaktionsfront durch den Katalysator gelaufen ist, wenn 

also der Katalysator entweder voll mit Sauerstoff beladen oder voll entladen wurde (Bild 4a;   > 1 und 

 < 1 entspricht Sauerstoffüberschuss bzw. Sauerstoffarmut). Wenn nach Kat längere Zeit konstant ist, 
kann die (hier: Sauerstoff-)Beladung des Katalysators als homogen angenommen werden. 

Diese Zustandsänderungen spiegeln sich auch in den Resonanzfrequenzen und -güten des katalysator-
gefüllten Hohlraumes wider. Beide Größen bleiben konstant, wenn der Katalysator elektrochemisch 
stationär ist, und ändern sich mit der Zeit, wenn eine Reaktionsfront durch den Katalysator läuft (Bild 4b). 

 

 

 
Bild 4: Reaktion eines gehäusten TWC auf periodisch wechselnde Abgaszusammensetzung (Messung).  

Qv = 20 l/min; T = 400°C. Trägergas N2 mit 10% CO2 und 10% H2O. Für  > 1 wurden 1,2 % O2 und  

550 ppm NO zugegeben, für  < 1 dagegen 6000 ppm CO, 0,4 % H2, 400 ppm C3H8 und 0,3 % O2.  

a) Luftzahl vor und nach Katalysator. b) Resonanzfrequenz fr und unbelastete Güte Q0 des TE111-Grund-

modus im TWC-gefüllten Hohlraum, bestimmt aus dem sekündlich gemessenen Transmissionsfaktor S12 
(Messung mit NWA Rhode & Schwarz ZVRE). Der Einfluss der Wandstromverluste auf die Güte wurde 
herausgerechnet, so dass Q0 ausschließlich von den Verlusten im TWC rührt. 
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3 Modellierung eines axial inhomogenen kreiszylindrischen Hohlraumresonators 

Wir betrachten einen längsinhomogenen kreiszylindrischen Hohlraumresonator der Gesamtlänge R  und 

des Radius a . Zur Berücksichtigung der axialen Inhomogenität wird die Anordnung in N Abschnitte der 

Länge i  mit jeweils konstanter Permittivität  iii j0r  unterteilt ( Ni 1,... ; Bild 5). Richtet man 

ein Zylinderkoordinatensystem ( z ,,  ) aus, wie in Bild 5 dargestellt, dann liegen die Grenzflächen des i-

ten Abschnitts bei 1iz  und iii zz  1  ( 00 z , RNz ). 

 
Bild 5: Modell eines kreiszylindrischen Hohlraumresonators mit elektrisch ideal leitenden Wänden (PEC). 

Längsinhomogene Materialeigenschaften werden mit N dünnen Abschnitten homogener Permittivität modelliert.  

Die Feldverteilung der transversal elektrischen (TE-)Moden, auf die wir uns hier beschränken, lässt sich 
aus den Modenfunktionen 
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Die Modenfunktionen in Gl. (1) sind so gewählt, dass die daraus bestimmte elektrische und magnetische 
Feldstärke den Maxwellschen Gleichungen genügt und die Randbedingungen bei a  erfüllt. Die Rand- 
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Die Zusammenfassung aller Randbedingungen führt auf ein homogenes lineares Gleichungssystem der 
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nmp  der Eigenwertgleichung 0)(det M , die numerisch bestimmt werden müssen, sind komplex-

wertig, da nach Gl. (3) die longitudinalen Wellenzahlen zik  und damit auch die Systemmatrix M  

komplex sind. Solche komplexen Kreisfrequenzen sind in folgendem Sinne zu interpretieren [14]: 
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mit der Resonanzkreisfrequenz nmpnmp fr,r, 2  ( nmpfr,  ist die Resonanzfrequenz) und der unbelasteten 

Güte nmpQ ,0  des TEnmp-Modus. 

Bei gegebener Resonatorgeometrie hängen die Parameter rf  und 0Q  eines Modus nur von den 

komplexen Permittivitäten i  der N Abschnitte ab. Zur Lösung des inversen Problems, wenn also von 

den gemessenen Merkmalen  rf  und 0Q  auf die Materialparameter ir  und i  geschlossen werden soll, 

werden die Materialparameter in der Simulation solange variiert, bis die berechneten Resonator-
eigenschaften mit den gemessenen übereinstimmen. Bei der Lösung dieses Optimierungsproblems hat 
man die erlaubten Parameterwerte durch physikalische Überlegungen vorzugeben. So kann in einem 
TWC-Abschnitt die Leitfähigkeit nur zwischen der des voll oxidierten bzw. reduzierten TWC liegen. 

4 Materialparameteridentifikation im homogenen, stationären Zustand 

Ein Hohlraumresonator mit homogenem Katalysator nach Bild 1 umfasst drei homogene Abschnitte 

( 3N ). Bei symmetrischem Katalysatoreinbau gilt )( KR2
1

31   , K2    und 031  . In 

diesem Fall bleibt als einzig freier Parameter in der Simulation die Permittivität K2   des Katalysators. 

Sie kann durch Rechnungs-Messungs-Anpassung bestimmt werden. 

Bild 6a, b zeigt den Einfluss der relativen Permittivität r  und der Leitfähigkeit   des TWC, der dem 

Messergebnis von Bild 4b zugrundelag ( mm365R  , mm127K  , mm5,62a ),  auf die  Resonanz-  

 

Bild 6: Berechneter Einfluss der TWC-Materialeigenschaften auf a) die Resonanzfrequenz rf  und b) die 

unbelastete Güte 0Q  des TE111-Modus in der Geometrie von Bild 1 bzw. hinter Bild 4 (siehe Text). 
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Tabelle 1: Eigenschaften des TE111-Modus des gehäusten Katalysators, der der Messung von Bild 4 zugrunde lag, 

und daraus ermittelte Materialparameter des Katalysators. 

Katalysatorzustand Gemessene Resonanz-
parameter (TE111), Bild 4b 

 Geschätzte Materialparameter 
des Katalysators 

rf  / GHz 0Q   r    / (104
 S/m) 

Homogen oxidiert 1,271 250  1,46   5 

Homogen reduziert 1,243  18  1,54 68 

 

frequenz und die unbelastete Güte des TE111-Grundmodus. Für das Simulationsbeispiel wurde bei zwei 

konstanten Werten von r  die Leitfähigkeit   von 104
 auf 0,1 S/m erhöht. Danach lassen sich für 

mS01,0  merkliche Änderungen der Resonanzfrequenz nur der Änderung von r  zuschreiben. Bei 

höheren Werten von   (größeren Verlusten) gilt das nicht mehr, denn hier sinkt die Resonanzfrequenz 

mit der Leitfähigkeit. Dagegen fällt die Güte im gesamten Leitfähigkeitsbereich stark mit der Leitfähigkeit. 

Für die Beispielmessung aus Bild 4b ergibt sich eine minimale Güte von circa 18, was nach Bild 6b auf 

mS01,0  schließen lässt. Die gemessene Änderung der Resonanzfrequenz in Bild 4b geht daher 

hauptsächlich auf eine Änderung der relativen Permittivität im Katalysator zurück (mit Hilfe von Bild 6a 

schätzt man ab, dass 6,14,1 r   gelten muss). 

Das Ergebnis der quantitativen Auswertung des Beispiels ist in Tabelle 1 aufgeführt. Wie vermutet, 
ändern sich danach sowohl die relative Permittivität als auch die elektrische Leitfähigkeit des TWC, was 
beides durch eine Strukturänderung von Ceroxid erklärt werden kann [5, 6, 7]. 

5 Schätzung ortsabhängiger Materialparameter im instationären Fall 

Bei transienten Vorgängen stellt sich in jedem Augenblick eine ortsabhängige Permittivität )(z  in einem 

Katalysator ein. Dies wird gemäß Abschnitt 3 modelliert, indem der Katalysator in 2N  dünne Abschnitte 

der Permittivität  iii j0r  zerlegt wird ( 1,,2  Ni  ). Die ir  und i  liegen zwischen den 

entsprechenden Werten des vollständig oxidierten oder reduzierten Katalysators. Beim TWC, der dem 
Messergebnis von Bild 4 zugrunde lag, liest man diese Grenzwerte in Tabelle 1 ab. 

Die Momentanverteilung der Sauerstoffkonzentration im TWC – wir bleiben weiter bei diesem Beispiel – 

und damit die Momentanverteilung von )(z  hängen von den physiko-chemischen Details ab (Strömung, 

Sauerstoffdiffusion, chemische Reaktionen, …) [15]. Näherungsweise kann man )(z  durch eine 

Funktionenklasse );( pzf


 mit einem Vektor freier Parameter p


 beschreiben. Der Parametervektor p


 ist 

dann so zu wählen, dass die Rechnung möglichst gut mit der Messung übereinstimmt. 

Wir betrachten einen vollständig oxidierten TWC ( 46,1)( rOr  z  und mS105)( 4
O

 z  laut 

Tabelle 1), der ab dem Zeitnullpunkt mit reduzierendem Abgas beaufschlagt wird. Die daraufhin durch 

den Katalysator wandernde Reaktion führt zu jedem Zeitpunkt t  zu einem monoton mit z  fallenden 

Verlauf sowohl von )(zr  als auch von )(z . Ähnlich dem Konzentrationsverlauf in einem idealen 

Strömungsrohr, in dem Reaktionen erster Ordnung ausschließlich mit Sauerstoff ablaufen und Reaktions-
partner im Überschuss vorhanden sind, modellieren wir dies durch den wellenartig durch den TWC 
wandernden exponentiellen Verlauf 
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mit vtzz  1  ( 21 zzz  , t0 ; Bild 7a). Dabei ist v  die Geschwindigkeit der Reaktionsfront (aus 

Bild 4a liest man etwa ab: smm1min6mm365 v ). Weiterhin bezeichnen 54,1rR   und R  

mS108,6 3  die TWC-Eigenschaften im vollständig reduzierten Fall (vgl. Tabelle 1). 



 
Bild 7: TWC im instationären Betrieb, nachdem der zunächst vollständig oxidierte Katalysator schlagartig 

mit reduzierendem Abgas beströmt wurde. a) Angenommener Momentanverlauf der elektrischen Leitfähig-

keit  entlang der Katalysatorachse für zwei Zeitpunkte nach dem Eintreffen des reduzierend wirkenden 

Abgases, berechnet nach Gl. (8)mit p  85. b, c) Zeitabhängige Resonanzfrequenz und unbelastete Güte 
des TE111-Modus beim Wandern der Reaktionsfront durch den Katalysator (Geschwindigkeit v ≈ 1 mm/s). 
– – –: Simulation (Lösung der Eigenwertgleichung nach Abschnitt 3 zu jedem Zeitpunkt mit dem jeweiligen 

Momentanverlauf von analog zu Bild a); ——: Messung (Bild 4b zwischen Minute 22 und Minute 28). 
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Dass die einfache (nur durch einen Parameter p parametrisierte) und in Details sicher verbesserungs-
würdige Modellierung der Reaktionsfront durch Gl. (7) und (8) dennoch die Verhältnisse sehr gut erfasst, 
wird durch den Rechnungs-Messungs-Vergleich in Bild 7b, c bestätigt. Der Durchlauf der in Bild 7a in 
zwei Momentaufnahmen dargestellten Materialparameterverteilung durch den Katalysator hat nämlich 
nach Abschnitt 3 einen Zeitverlauf der Resonanzfrequenz und der Resonanzgüte des TE111-Modus zur 
Folge, der sehr gut zum gemessenen Zeitverlauf passt. Alle wesentlichen Details des Experiments 
werden richtig beschrieben: geringere Anfangs- und Endsteigung der fr(t)-Kurve, Wendepunkt in der fr(t)-
Kurve, in etwa hyperbolischer Verlauf der Q0(t)-Kurve usw. Die noch zu beobachtende Abweichung 
zwischen der simulierten und der gemessenen fr(t)-Kurve verwundert nicht, wenn man die einfachen 
Annahmen zum Verlauf der Reaktionsfront berücksichtigt. Ohne Zweifel würde eine realistischere Be-
schreibung der Orts- und Zeitabhängigkeit der Materialparameter eines Katalysators die Abweichung 
noch kleiner werden lassen. 

Es hat sich also gezeigt, dass das beschriebene Verfahren die experimentell beobachteten Zeitverläufe 
der Resonanzparameter eines katalysatorgefüllten Gehäuses bei instationärem Betrieb sehr gut be-
schreibt. Im Umkehrschluss lässt sich die momentane Ortsabhängigkeit der Materialparameter eines 
Katalysators, z. B. also auch der Ort einer Reaktionsfront, schätzen, wenn man die Resonanzparameter 
kennt. Beim vorliegenden einfachen Modell würde man aus den gemessenen Werten von fr und Q0 auf 

die dazu passende Kurve aus der Schar der möglichen Kurven von ),( tz , von denen zwei in Bild 7a 

dargestellt sind, schließen. 

6 Zusammenfassung und Ausblick 

Vorgestellt wurde ein Modell eines längsinhomogenen kreiszylindrischen Hohlraumresonators, das auch 
bei beliebig großen Verlusten (beliebig großer Leitfähigkeit) der Hohlraumfüllung gilt. Die Inversion des 
Modells erlaubt es, die inhomogene Verteilung der elektrischen Leitfähigkeit und der relativen Permittivität 
eines großen Testobjekts entlang der Zylinderachse zu schätzen. Damit wird es auch möglich, transiente 
Vorgänge im Katalysator (instationärer Betrieb) zu untersuchen. Konkret sind dafür zunächst die Reso-

nanzfrequenz rf  und die unbelastete Güte 0Q  eines Resonanzmodus zu messen, was z. B. mit Hilfe von 

S-Parameter-Messungen erfolgen kann. Sodann hat man von diesen Parametern auf eine dazu passen-
de Ortsabhängigkeit der Materialparameter zu schließen. Dies beinhaltet die Annahme einer orts- und 

zeitabhängigen Funktionenklasse );( ipzf   für die Materialparameterverteilungen. Schon eine einfache 

Funktionenklasse mit nur einem freien Parameter führt zu sehr guten Ergebnissen und könnte praxis-
tauglich sein. Für noch bessere Ergebnisse benötigt man Funktionen, die hinreichend genau die chemi-
schen, thermodynamischen und strömungsmechanischen Vorgänge im Katalysator berücksichtigen. 
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