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Kurzfassung 

Mittels statistischer Versuchsplanung können Sensoren für ihren Anwendungs-

zweck optimiert werden. Methodisch werden dabei die frei einstellbaren Sen-

sorparameter auf optimale Weise gewählt, mit dem Ziel die resultierende 

Messunsicherheit zu reduzieren. In dieser Arbeit werden Filtertransmissionen 

von Interferenzfilter durch Bayesian Experimental Design auf optimale Weise 

gewählt. Eingesetzt werden diese optischen Filter zur Schätzung der 3D Ober-

flächentopographie in einem chromatisch konfokalen 3D Messverfahren. 

1 Einleitung   

Das chromatische Messprinzip basiert auf einer spektralen Kodierung der 

Messgröße. Im Falle des hier betrachteten chromatisch konfokalen 3D Mikro-

skops weist das an der Objektoberfläche reflektierte Lichtspektrum einen mo-

nochromatischen Konfokalpeak auf [1]. Jede Wellenlänge, die die Lage des 

Konfokalpeaks bezeichnet, korrespondiert mit einer Objekthöhe. 

Klassischer Weise beinhaltet ein chromatisch konfokales 3D Mikroskop ein 

Spektrometer, welches das an der Objektoberfläche reflektierte Lichtspektrum 

abtastet. Digitale Signalverarbeitung kann dann die Lage des Konfokalpeaks 

bestimmen, z.B. indem das Intensitätsmaximum gesucht wird [1]. In dieser Ar-

beit wird eine grundsätzlich andere Signalverarbeitung vorgeschlagen, indem 

anstatt eines Spektrometers eine multispektrale Kamera Verwendung findet [2]. 
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Im Fall einer multispektralen Kamera mit sechs Kanälen wird das an der Ob-

jektoberfläche reflektierte Licht in Form von sechs Grauwerten beobachtet. Je-

der Kamerakanal weist dabei eine andere spektrale Empfindlichkeit auf, welche 

jeweils durch einen Interferenzfilter technisch realisiert werden kann. Während 

einer Messung hat die angeschlossene digitale Signalverarbeitung die Aufgabe, 

dem beobachteten Grauwertvektor die zugrundeliegende Objekthöhe zuzuwei-

sen. Die Filtertransmissionen der einzelnen Kamerakanäle bestimmen dabei im 

Wesentlichen die Messunsicherheit dieses Messverfahrens. Ziel dieser Arbeit 

ist die Optimierung optimaler Interferenzfilter, wobei als Gütefunktional die 

Messunsicherheit betrachtet wird und methodisch das Bayesian Experimental 

Design angewandt wird. 

Zur Optimierung eines Sensors mittels statistischer Versuchsplanung wird eine 

Messung als ein physikalisches Experiment betrachtet, dessen Designparameter 

in optimaler Weise gewählt werden sollen. Durch die messtechnische Anwen-

dung kann die Güte eines Sensors durch seine Messunsicherheit bewertet wer-

den, welche als die Varianz der Schätzung der Messgröße definiert ist. Nach 

dem Stand der Forschung können drei wesentliche Ansätze zur Quantifizierung 

der Messunsicherheit unterschieden werden, wobei alle der Parameter-

Schätztheorie entstammen. Der erste Ansatz basiert auf einer analytischen Be-

stimmung der Schätzvarianz für eine betrachtete Schätzfunktion [3]. Dieses 

Vorgehen ist jedoch nur in Spezialfällen möglich, z.B. wenn ein lineares Sen-

sormodell vorliegt oder der Fehler durch eine Linearisierung toleriert werden 

kann. Die zweite Methodik basiert auf der Cramér-Rao Ungleichung, welche 

eine untere Schranke für die Schätzvarianz darstellt [4]. Anstatt die Schätzvari-

anz direkt zu minimieren, wird stattdessen eine untere Schranke minimiert [5]. 

Der Vorteil dieses Ansatzes ist die kompakte analytische Form der Cramér-Rao 

Ungleichung. Jedoch werden aufgrund des Charakters einer unteren Schranke 

nicht alle Phänomene erfasst, die sich negativ auf die Messunsicherheit auswir-

ken können. Besonders im Falle eines nichtlinearen Sensormodells ist dies 

problematisch [6]. Als drittes methodisches Vorgehen können numerische An-

sätze genannt werden, welche die Schätzvarianz für eine konkrete Schätzfunkti-

on numerisch ermitteln. Dazu wird in dieser Arbeit das Bayes‘sche experimen-

telle Design betrachtet [7]. In dieser Arbeit wird ein vierter Ansatz vorgestellt, 
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welcher die rechenaufwändige numerische Simulation approximiert und auf der 

Bhattacharyya Ungleichung basiert. 

Der Beitrag gliedert sich wie folgt: Zu Beginn wird ein chromatisch konfokales 

3D Mikroskop modelliert. In Abschnitt 3 wird das Optimierungsfunktional for-

muliert und die Approximation zur schnelleren Auswertung vorgestellt. Exemp-

larische Optimierungsergebnisse sind in Abschnitt 4 zu finden. Der Beitrag 

schließt mit einer Zusammenfassung der wesentlichen Aussagen. 

2 Sensormodell  

Ein beobachteter Grauwertvektor 1(g , ,g )n g einer n  kanaligen multispekt-

ralen Kamera unterliegt Rauschen und wird als normalverteilter Zufallsvektor 

 ~ ; ,G  g g  modelliert. Der Erwartungswert 

  
max

min
f( , , ) ( ) ( , ) , ( ) dh r s h






    g x p x f p   
 

beschreibt einen Grauwertvektor als Funktion der skalaren Objektreflektanz 

( )r x  als Funktion des Ortes x  und als Funktion des Spektrums  f, ( )s h  . 

Dieses kann als Gauß-Kurve modelliert werden, mit einer zentralen Wellenlän-

ge f ( )h , welche je nach Messgröße in einer anderen Objekthöhe h  fokussiert 

ist. Des Weiteren sind die optischen Filter der Kamerakanäle in einem Vektor 

( , )f p  organisiert. Die Transmissionen ( , )f p  hängen dabei von der Wellen-

länge   ab und können durch die Designparameter p  eingestellt werden. Im 

Falle von Interferenzfilter enthält pdie Schichtdicken der einzelnen Filter, wel-

che später optimiert werden. Abschließend wird noch ein breitbandiger Kame-

rapixel angenommen über den spektral integriert wird. Quanteneffizienz, Be-

leuchtungsspektrum, Kameraquantisierung und weitere Aspekte werden hier 

aus Gründen der Einfachheit vernachlässigt. Mit einem detaillierteren Sensor-

modell wurde z.B. in [2] gearbeitet. Die Kovarianzmatrix 

     2 2 2 2

,1 , , d ,diag g , g  m, it (g ) gn i ik             

 

als Diagonalmatrix zeigt die angenommene stochastische Unabhängigkeit der 

einzelnen Kamerakanäle. Die Abhängigkeit der einzelnen Varianzen 2

,(g )i  
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vom Erwartungswert ist auf eine Approximation der Poisson Verteilung durch 

die Normalverteilung zurück zu führen. Die Poisson Verteilung modelliert  da-

bei das Photonenrauschen der Lichtquelle. Ebenso berücksichtigt wird ein 

Rauschterm für das sogenannte Dunkelrauschen d  und k  stellt die sogenannte 

Systemverstärkung dar. 

 

Zur Schätzung der Messgröße h  aus einer Beobachtung g  muss auch die nicht 

interessierende Oberflächenreflektanz ( )r x  als Störparameter mit geschätzt 

werden. Nur dann kann mittels des Sensormodells eine Beobachtung erklärt 

werden. Alternativ kann die Betrachtung auch, wie in der Bildverarbeitung üb-

lich, intensitätsnormiert erfolgen. Dazu wird ein normierter Zufallsvektor 

norm 2/ ||||G G  g eingeführt, welcher zur Folge hat, dass sich ( )r x  aus dem Er-

wartungswert herauskürzt. Jedoch gilt 2Var{ } Var{ }aX b a X   und 

     
2

d ,2 2 2

norm norm ,1 norm , norm , 2

2

g
diag g , g  mit (g ) .

| |
,

||

i

n i

k 

  




  


   

g
 

Folglich kürzt sich die Oberflächenreflektanz aus der Kovarianzmatrix nicht 

heraus. Der Grund hierfür liegt in der approximierten Poisson-Verteilung, ge-

mäß derer es einen Unterschied macht, wie viele Photonen eingesammelt wer-

den. Somit wird für die folgenden Betrachtungen eine minimale Reflektanz 

min( ) 0.7r r x angenommen. 

3 Bayes‘sche Sensoroptimierung 

Das beste Experiment im Sinne von Bayes maximiert die erwartete Nützlichkeit 

 E{ ( )} argmax ( , , ) ( | , ) ( )d d ,u u h p h p h h  p
p g p g p g   

indem über alle möglichen Beobachtungsdaten integriert wird [7]. In diesem 

Formalismus stellt auch h  eine Zufallsvariable dar, welche durch ihre Vertei-

lung ( )p h  charakterisiert ist. Da keine Information darüber vorliegt, welche 

Objekthöhen mit welcher Wahrscheinlichkeit vorkommen, wird ( )p h  als nicht-

informative Gleichverteilung angenommen. Die Nutzenfunktion 

 
2

ˆ( , , ) ( )u h h h g p g bewertet dabei die Messunsicherheit als quadratische 

Abweichung der Schätzung ˆ( )h g  vom wahren Wert h . Die Wahrscheinlich-
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keitsdichtefunktion ( | , )p hg p  beschreibt die Normalverteilung des normierten 

Sensormodells aus Abschnitt 2. Zur Optimierung muss das Funktional 

  
2

ˆ( ) ( | , )d d( ) h h p hJ h  p g g p g   

minimiert werden. Aus Sicht einer Implementierung ist dabei die mehrdimensi-

onale Integration (.)d g  problematisch, da keine effiziente Lösung bekannt ist; 

eine Übersicht gängiger Integrationsverfahren ist in [7] zu finden. Im folgenden 

Abschnitt wird eine auf der Bhattacharyya Ungleichung basierende approxima-

tive Lösung des obigen Optimierungsfunktionals vorgestellt. Durch diese konn-

te in einer Referenzimplementierung die Rechenzeit um den Faktor 800 redu-

ziert werden.  

3.1 Approximation  des Optimierungsfunktionals  

Als erste Vereinfachung wird das kontinuierliche Integral (.)dh  durch eine 

Summe ersetzt 

  
2

1

1 ˆ( ( , )( ) | d)
m

i i

i

h h hJ p
m 

 p g g p g   

und diskretisiert. Im nächsten Schritt wird zur Motivation der Approximation 

die Schätzfunktion  

 2

,norm 22
ˆ( ) argmin || / |( , |)

h
h h g g g g p   

als Least-Square-Schätzer festgelegt. Diese wählt immer denjenigen Schätzwert 
ˆ( ) jh hg , welcher eine minimale euklidische Distanz zwischen Beobachtung g  

und modellierter Beobachtung ,norm( )jhg zur Folge hat. Um jede diskrete Be-

obachtung ,norm( )jhg  kann somit eine Region  ˆ| ( )j j jR R h h  g g  definiert 

werden, in welcher alle Beobachtungen dem Schätzwert ih  zugeordnet werden. 

Diese Aufteilung des Beobachtungsraumes entspricht einem Voronoi-

Diagramm. Somit kann auch das Integral (.)d g  als Summe einzelner Integrale 

über diese Regionen geschrieben werden. 

 

 

2

1 1

2

1 1

       

1 ˆ( ) ( | , )d

1
( | , )

( )

d

j

j

m n

i i

i j

m n

i

j

R

R

j i

i

h h p h
m

h h p h
m

J
 

 

















p g g p g

g p g
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Durch diese Darstellung muss nur das verbleibende Integral über die Wahr-

scheinlichkeitsdichteverteilung gelöst werden. Dieses kann als eine Fehlerwahr-

scheinlichkeit interpretiert werden, welche die Wahrscheinlichkeit quantifiziert, 

dass 
ih  zugrunde liegt und 

jh  geschätzt wird. Im Fall einer Normalverteilung 

und bei der Betrachtung eines Zweiklassenfalls, existiert für dieses Integral eine 

geschlossene Lösung in Form einer oberen Schranke als sogenannte Bhattacha-

ryya Ungleichung [8]. Diese Ungleichung stellt selbst wiederum eine Approxi-

mation der Chernoff Ungleichung dar. Der Zweiklassenfall ignoriert dabei die 

Existenz aller möglichen Höhenwerte außer ih  und 
jh . Dadurch ergibt sich das 

approximative Optimierungsfunktional 

2

1 1

1

, , j , , j

1
( )

1 1 2
( ) ( ) ln

8 2

   ( ) t

2

mi
m n

k

i j

i j

i j

i j

i i

i j

J h
m

h

k

e

   



 





 
   



 

 


   

p

g g g g

 

Bei Untersuchungen hat sich herausgestellt, dass diese Approximation die 

Messunsicherheit zum Teil erheblich unterschätzt. Als heuristische Erweiterung 

wurde dazu eine nichtlineare Gewichtung der Kovarianzmatrix hinzugefügt, 

welche das besagte Verhalten kompensieren kann:  

 ,

1

2

1 exp(| | / a )
i j i

jih h 
    

Nicht benachbarte Messpunkte werden dann durch eine größere Varianz ge-

wichtet, wobei die ursprünglich in i  modellierte Varianzen maximal verdop-

pelt werden. Die Nachbarschaft bezieht sich dabei auf den relativen Höhenun-

terschied i jh h . Der heuristische Parameter 1a  muss entsprechend für jedes 

Rauschmodell geeignet gewählt werden. In dem approximierten Optimierungs-

funktional wird i  durch ,i j  ersetzt und muss entsprechend für jede Kombina-

tion von i und j ausgewertet werden. Analog wird  j  durch ,j i  ersetzt.  

4 Optimierungsergebnisse 

In Bild 1 ist ein Optimierungsergebnis mit 4 Interferenzfiltern dargestellt. Die 

Transmissionscharakteristiken der einzelnen Filter realisieren immer wieder 
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steile Flanken. Daraus resultiert eine hohe Empfindlichkeit für die Schätzung 

der Wellenlänge von annähernd monochromatischem Licht. Es sei darauf hin-

gewiesen, dass der dargestellte spektrale Ausschnitt nur 50 nm beträgt. 

 

Bild 1:   Filtertransmissionen von 4 Filtern als Funktion der Wellenlänge. Die Fil-

ter wurden für einen CCT Sensor zur Schätzung der Wellenlänge von fast 

monochromatischem Licht (FWHM 2,5 nm) optimiert.  

In Bild 2 ist die zugehörige Messunsicherheit als Funktion der Wellenlänge 

dargestellt. Diese könnte alternativ auch als Funktion der Objekthöhe darge-

stellt werden, erlaubt aber in dieser Darstellung eine bessere Zuordnung zu den 

Filtertransmissionen. Die Messunsicherheit quantifiziert die Standardabwei-

chung der Wellenlängenschätzung. Die nicht unterbrochene Funktion be-

schreibt dabei die vorgestellte Approximation mittels Bhattacharyya Unglei-

chung. Die gestrichelte Funktion in Bild 2 stellt eine numerische Lösung der 

Messunsicherheit mittels Monte-Carlo Simulation dar. Beide Verläufe stimmen 

gut überein, wobei die Approximation charakteristische Peaks aufweist. An die-

sen Stellen nähern sich die Beobachtungen für nicht benachbarte Objekthöhen 

an und die Messunsicherheit wird überschätzt. 

460 470 480 490
0

1
Transmission
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Bild 2: Messunsicherheit als Standardabweichung der Wellenlängenschätzung. 

Ermittelt per Monte-Carlo Simulation (unterbrochene Linie) und appro-

ximativ mittels Bhattacharyya Ungleichung (kontinuierliche Linie). 

 5 Zusammenfassung 

Die Methodik des Bayesian Experimental Design‘s kann in einer Optimierungs-

rechnung direkt genutzt werden, die Messunsicherheit von Sensoren zu reduzie-

ren. Problematisch ist jedoch der resultierende hohe Rechenaufwand der Opti-

mierungsrechnung, da ein mehrdimensionales Integral numerisch gelöst werden 

muss. In dieser Arbeit wurde eine approximative Lösung vorgestellt, welche ei-

ne geschlossene Lösung des Optimierungsfunktionals bereitstellt. Dadurch 

konnte die Optimierung um einen Faktor 800 beschleunigt werden. Das Ergeb-

nis der Optimierung zeigt eine gute Übereinstimmung zwischen numerischer 

und approximativer Lösung. 
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