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Kurzfassung

Das Theorem von Thomas Bayes ist einer der meistgenutzten Ansatze zur Losung probabilistischer Inferenzproble-
me beliebiger, dynamischer Systeme und bildet aufSerdem die Grundlage der Messunsicherheitsermittlung nach
GUM. Fiir die Schatzung stochastischer GrofRen wurden in der langjdhrigen Forschung auf dem Gebiet der bayes-
schen Estimationsverfahren zahlreiche Algorithmen entwickelt und erfolgreich umgesetzt. Zu den bekanntesten
Algorithmen zihlen hierbei die Familie der Kalman-Filter (KF), die gitterbasierten Filterverfahren und jiingst
zunehmend die Klasse der Partikel-Filter (PF). Uber die letzten 15 Jahre, wurden die PF zunehmend Gegenstand
von Forschung und ingenieurstechnischen Anwendungen, wie die Verarbeitung dynamischer Koordinatenmes-
sungen, die Rekonstruktion und Pradiktion von Signalen aus verrauschten Messdaten sowie die Ermittlung von
Messunsicherheiten.

Der Erfolg der PF liegt in ihrer Fahigkeit nicht lineare und/oder nicht gaul8sche Systeme zu behandeln sowie in ihrer
programmiertechnisch sehr einfachen Umsetzbarkeit. PF sind Realisierungen stichprobenbasierter sequentieller
Monte-Carlo-Methoden, welche eine Menge gewichteter Stichproben zur rekursiven Berechnung von bayesschen a
posteriori Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) verwenden.

In dieser Publikation werden Bayes-Filter zur Genauigkeitsverbesserung und Unsicherheitsermittlung von dynami-
schen Koordinatenmessungen erarbeitet. Dazu werden zunéchst die Grundlagen der bayesschen Estimations- und
Filtertheorie prasentiert. Ausgehend vom Bayes-Theorem wird das theoretische Fundament der KF und PF herge-
leitet und analysiert. Am Beispiel der dynamischen Koordinatenmesstechnik werden hierbei sowohl allgemeine als
auch spezifische Defizite und Anwendungsprobleme diskutiert.

1 Bayes-Filter

Bayes-Filter sind Umsetzungen der bayesschen Formel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines unbekannten
Ereignisses oder einer Hypothese H bei Beobachtung oder Evidenz eines weiteren Ereignisses E

p(H|E)=p(E|H) p(H) o
p(E)
mit p(H|E) - aposteriori WDF,
p(H) — apriori WDF,
p(E|H) - Likelihood-Funktion,
p(E) — Normierungskonstante.

Dieses, die bayessche Statistik begriindende, Theorem ist eine fundamentale wahrscheinlichkeitstheoretische
Regel fiir den Riickschluss von der Beobachtung E auf ein unbekanntes Ereignis H [1]. Mit Hilfe der a posteriori
WDF konnen Wahrscheinlichkeitsaussagen tiber H gemacht werden, welche auf einer tatsachlich beobachteten
Realisierung von E basieren. Sie beschreibt, was aus den beobachteten Daten E {iiber die a priori Einschdtzung von
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H hinzugelernt werden konnte. Diese Moglichkeit ist nur in der bayesschen Statistik gegeben, da die Wahrschein-
lichkeitsaussagen der klassischen Statistik stets auf dem Zufallscharakter von E beruhen und sich damit nicht auf
eine tatsdchlich realisierte Beobachtung, sondern zwangslaufig auf alle denkbaren Realisierungen von E beziehen.
Sie erweitert somit den Wahrscheinlichkeitsbegriff von der klassischen, frequentistischen Interpretation als relative
Haufigkeit hin zu einem Grad des Dafiirhaltens (engl. degree of belief).

Die rechte Seite der Gleichung (1) beschreibt die Transformation des Wissensstandes iiber H vor der Messung,
verkorpert durch die a priori WDF p(H), in den Wissensstand nach der Messung von E, dargestellt durch die a
posteriori WDF p (H | E). Der Nenner p(E) ist unabhéngig von H und eine Normierungskonstante, so dass sich die
a posteriori WDF zu Eins integriert. Die Likelihood-Funktion beschreibt die Wahrscheinlichkeit der Vereinbarkeit
der Messung E mit der Hypothese H.

Im Folgenden wird die Anwendung des Bayes-Theorems fiir die Schiatzung einer Messgrof3e aus abweichungsbe-
hafteten Messungen erdrtert. Der hierbei zu Grunde liegende Messprozess wird allgemeingiiltig als nichtlineares
dynamisches System mit zeitlich verdnderlichen Zustdnden behandelt. Es gilt nun die bayessche a posteriori Dichte
nicht mehr nur fiir eine statische Zufallsvariable mit bekannter Statistik zu berechnen, sondern zeitlich fortlaufend
bestmoglich den Zustand eines dynamischen Systems aus verrauschten Messungen durch sequentielle Losung des
Bayes-Theorems zu ermitteln. Die Grundlage bildet hierbei eine stochastische Modellierung des Systems, welche
sowohl die mit Unsicherheiten behaftete zeitliche Entwicklung des Systemzustandes als auch die Unsicherheit
der Beziehung von Zustand und Messwerten erfasst. Diese fortlaufende Extraktion von Informationen iiber eine
Grofle zum Zeitpunkt t unter Einbeziehung aller Messdaten bis einschlief8lich ¢ wird als Filterung bezeichnet. Die
Umsetzungen dieser Datenverarbeitung im Kontext der bayesschen Inferenz zur dynamischen Zustandsschiatzung
ergibt die Bayes-Filter.

2 Bayessche Inferenz in dynamischen Systemen

Jedes dynamische System kann als Zustandsraummodell beschrieben werden, welches aus zwei Differentialgleichun-
gen zur Beschreibung der Prozessdynamik und der beobachtbaren Messungen besteht [2]. Da die zu erarbeitenden
Verfahren auf Digitalrechnern umgesetzt werden sollen, werden im Folgenden ausschlieBlich zeitdiskrete Zustands-
raummodelle betrachtet. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit werden der Einfachheit halber keine exogenen
EinflussgroRen beriicksichtigt!. Das zeitdiskrete Zustandsraummodell ist gegeben durch

X = fro1 ko1, Vi)

2
Vi = h (xp, wy). @)

Die Entwicklung des Zustandes wird zu diskreten, nicht notwendigerweise dquidistanten Zeitpunkten t, t;, t,, ...
betrachtet. Der Zustandsvektor x; := x(t;), x; € R™ mit Dimension n, entwickelt sich zeitlich entsprechend
der nichtlinearen Prozessgleichung f,_; aus dem letzten Zustand x;_; und dem Prozessrauschen v,_;. Das Pro-
zessrauschen beschreibt die unvollstdndige Kenntnis der tatsdchlichen Prozessdynamik, die selbst bei gegebenem
Anfangszustand nicht als exakte Beschreibung der tatsdchlichen Dynamik angenommen werden kann. Die Beobach-
tungen y; € R™ mit Dimension n, sind durch einen Messprozess generierte Transformationen der Zustédnde gemaf
der nichtlinearen Messgleichung h; und dem Messrauschen w .. Der durch die Messung bedingte Abbildungsfehler
wird durch das Messrauschen dargestellt.

Der Systemzustand x ist zumeist nicht direkt beobachtbar und kann nur tiber die verrauschten Messungen y,
rekonstruiert werden. Er wird daher auch als verdeckter oder verborgener Zustand bezeichnet (engl. hidden
state). Der Zustandsvektor hdngt ausschlieBlich vom letzten Zustand ab und reprisentiert die minimal notwendige
Information {iber Gegenwart und Vergangenheit des Systems, die fiir die Beschreibung des zukiinftigen System-
verhaltens notwendig ist [3]. Durch diesen Markov—-Charakter? bilden die stochastischen Differentialgleichungen
des Zustandsraummodells (2) zwei Markov-Prozesse eines Hidden Markov Models (HMM). Die Prozessgleichung
entspricht einer Markov—-Kette, welche durch eine initiale Zustandsverteilung p(x,) und die Zustandstransiti-
onswahrscheinlichkeit p(x; | x;_;) mit k > 1 gekennzeichnet ist. Die Beobachtungsgleichung stellt die zweite
Markov—Kette dar, welche zu jedem Zeitpunkt beobachtbare AusgangsgroRen gemal® der zustandsabhéngigen

In den nachfolgend betrachteten Filterproblemen sind eventuelle exogene GréRen uy nicht bekannt und werden daher hier nicht explizit
betrachtet. Samtliche Ausfithrungen konnen direkt auf dynamische Systeme mit exogenen Eingangsgrof3en iibertragen werden.

2Formal ausgedriickt ist ein Markov-Prozess ein stochastischer Prozess {x;, k € Z} fiir den gilt p (Xjy1 | Xk> Xk—1> Xk—2, ---» Xg) =
p (g I x) [11.
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Bayessche Inferenz

(yl:k ka)p (xx)
p(.yl:k)

Xy —— — Y
) Vi = hi (x, wi)

p
p(xilyix) =

Abbildung 1: Darstellung des bayesschen Inferenzproblems fiir nichtlineare dynamische Systeme/Prozesse. Das
System wird als zeitdiskretes, stochastisches Zustandsraummodell beschrieben.

Beobachtungswahrscheinlichkeit p(y, | x;) mit k > 0 generiert. Damit definiert das stochastische Zustandsraum-
modell mit dem Initialzustand p(x,) ein HMM erster Ordnung. Zustandsraummodell und HMM sind &quivalente
Darstellungen eines dynamischen Systems und beschreiben probabilistisch wie sich das dynamische System zeitlich
entwickelt und wie ungenau die Evolution der verborgenen Zustédnde beobachtet werden kann.

Aus bayesscher Perspektive ist die vollstdndige Losung dieses Schétzproblems durch die bedingte a posteriori WDF
des Zustandes p (xk | J’1:k) gegeben, welche alle Messungen y,.;, = {¥1,¥,---, ¥} bis zum aktuellen Zeitpunkt
k umfasst (siehe Abbildung 1). Da die a posteriori WDF alle vom Prozess verfiigbaren Informationen beinhaltet,
ermoglicht ihre Kenntnis die Berechnung optimaler Zustandsschiatzungen fiir beliebige Optimalitétskriterien.
So ist die MMSE-Schitzung der bedingte Erwartungswert X; = IE[xk |y1:k:| = kap (xk |y1:k) dx, oder die
MAP-Schétzung X, = argmax p (xk |y, k) [4]. Schatzungen fiir weitere Parameter, wie Median, Moden, Konfiden-
zintervalle etc., konnen ebenso aus der a posteriori Dichte abgeleitet werden, was eine GUM-gemél3e Bestimmung
der Messunsicherheit ermoglicht.

Die Berechnung der bayesschen a posteriori Zustandsdichte p (x | }’1:k) erfordert in jedem Zeitschritt k die Spei-
cherung und Verarbeitung aller zuriickliegenden Messungen y ., (batch processing), was eine Echtzeitverarbeitung
verhindert. Das Ziel ist daher die optimale Schitzung des verborgenen Zustandes durch sequentielle Verarbei-
tung fortlaufend eintreffender Messdaten, was einer iterativen Aktualisierung der vorherigen Zustandsschiatzung
entspricht und als rekursive bayessche Schatzung oder Filterung bezeichnet wird.

Die rekursive bayessche Schitzung erlaubt eine effiziente und echtzeitfahige Messdatenverarbeitung mit geringem
Speicherbedarf und schneller Signalanpassung. Fiir zeitdiskrete Systeme kann sie aus dem Bayes-Theorem (1) wie
nachstehend angegeben hergeleitet werden.

p(ylzklxk)P(xk)
P(xk |}’1:k) =
p(¥14)

_ p(yk)ylzk—l |xk)p(xk)
- p()’loylzkfl)
_ P(J’k I.Y1:k—1’xk)p(y1:k—l |xk)p(xk)
B P(}'k |}’1;k—1)P(}’1:k—1)
Pl yiaenxi) p (%1 Y 1aet) P (Y 1aea) P (i)
- P(}’k |y1:k71)P(}’1:k71)P(xk)
_ P(}’k|xk)P(xk|J/1:k71)

- P(yk IY1:k71)

(3)

Die rekursive Berechnung der bayesschen a posteriori WDF p (x il J'1:k) in Gleichung (3) erfolgt nun fiir jeden
Zeitpunkt k in zwei Schritten: einem Prédiktionsschritt p (x -1 | ylzk_l) —p (x Ky k—l) und einem Korrekturschritt
p (x e Y11, yk) —p (xk | }’1;k)- Im Pradiktionsschritt wird zunachst unter Verwendung der letzten a posteriori
Zustandsdichte p (xk,l |¥q. k,l) und der Prozessgleichung f die aktuelle Zustandsdichte p (xk | yltk,l) vorhergesagt.
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Diese a priori Dichte des Zustandes x; zum Zeitpunkt k berechnet sich entsprechend der Chapman-Kolmogorov—
Gleichung [1]

p(xglyrpa) = Jp(xklxkl)p(xkl |¥141) dxg, 4

mit der Zustandstransitionsdichte
p(xklxk—l):J5(xk_fk(xk—l,vk))p(vk) dvy (5)

und beriicksichtigt nicht die aktuelle Messung y, sondern basiert nur auf zuriickliegenden Messungen. Da die
Zustandsevolution allerdings unbekannten Stérungen unterliegt (modelliert durch das Prozessrauschen) und und
dariiber hinaus zumeist imperfekt modelliert ist, erfolgt hierbei eine verfalschte Vorhersage. In dem anschlie3enden
Korrekturschritt wird daher die prognostizierte a priori Zustandsdichte (4) entsprechend der Likelihood-Dichte
der aktuellen Messung

p(yklxk)=J5(yk—hk(xk,wk))p(wk) dw, (6)

korrigiert® und letztendlich mit der Normalisierungskonstante

p(}’k|}’1;k1)=JP(}’k|xk)P(xk|Y1:k1) daxy (7)

die aktuelle a posteriori Dichte p (x;< |y1:k) des Zustandes entsprechend dem Bayes-Theorem (3) berechnet.

3 Kalman-Filter

Fiir den Fall eines linearen, zeitdiskreten Systems
Xp=Fp 1Xp g+ Vi 8
mit der Systemmatrix F,_; und dem normalverteilten Prozessrauschen v,_; und der linearen Messgleichung
Yi=Hpx +wy &)

mit der Beobachtungsmatrix H; und dem vom Prozessrauschen v, unabhéngigen, normalverteilten Rauschen w
lasst sich auf analytischem Weg eine optimale Losung des bayesschen Filterungsproblems finden. Diese Losung ist
das bereits 1960 von R.E. Kalman vorgestellte Kalman-Filter [5].

Fiir ein lineares System mit normalverteiltem weilem Rauschen ist die Wahrscheinlichkeitsdichte des Systemzu-
stands zu jeder Zeit normalverteilt. Sie kann daher mit den beiden Parametern Mittelwert m und Kovarinanzmatrix
P vollstandig beschrieben werden.

Ausgehend von den Gleichungen (3) und (4) gilt der rekursive Zusammenhang
p (xk—l |}’1;k—1) = </V(xk—1;3ACk—1|k—1,Pk—1\k—1)
P(Xk|J/1;k—1):e/‘/(xk;ﬁk|k—1,1’k|k—1) (10
P(xk |}’1;k) = W(xk;fkml’mk)-

N (x; u, 02) bzw. A (x;m, P) beschreibt eine Normalverteilung, die im eindimensionalen Fall als

2
exp (_EM) (11)

2 o2

1
JV(X;M, 02) = Norrioi

3zZumeist wird die pridizierte Dichte p (x k| yl:k—l) im Zustandsraum konzentriert und verschoben, wodurch insgesamt eine fortlaufende
Nachbesserung der zuvor pradizierten Dichte erreicht wird.
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und im mehrdimensionalen Fall als
1
N (x;m,P) :=|2nP| 2 exp (—E(x —m)'P (x— m)) (12)

definiert ist, mit dem Argument x, dem Mittelwert u bzw. m und der Varianz o bzw. der Kovarianzmatrix P.

Das Kalman-Filters berechnet rekursiv den Mittelwert und die Kovarianz der normalverteilten a posteriori Dichte
p (xk | }’1:k) anhand der nachstehenden Gleichungen®.

Pradiktion
i1 = FraaXp—q ka1 a priori Schatzung (13)
Pyjk-1 = Fr1Pyx_1 k1 F ;_1 + Qi1 a priori Kovarianzmatrix (14)
Korrektur
Ky =Py Hy (HePy i HY + Ry )_1 Kalman-Verstirkung (15)
Rije = Rpeje—1 + Ky (yk—HkJ“ch,l) a posteriori Schatzung (16)
Pr=I—KH )Py a posteriori Kovarianzmatrix a7

Die Matrizen Q und R sind dabei die Kovarianzmatrizen des mittelwertfreien normalverteilten System- bzw. Mess-
rauschens. Der Vektor X ist der Mittelwert des Systemzustands und P die dazugehorige a posteriori Kovarianzmatrix.
Sie ist ein Mal? fiir die Varianz der Schitzung des Kalman-Filters. Mit K wird die Kalman-Verstarkung bezeichnet.

Bei Einhaltung der restriktiven Voraussetzungen stellt das Kalman-Fillter die optimale Losung der bayesschen
Schétzung dar. Fiir lineare Systeme mit additivem weiRen gaul3schen Rauschen existiert kein besserer Algorithmus
zur Zustandsschétzung als das Kalman-Filter.

4 Partikel-Filter

Die Gleichungen (4), (5), (6) und (7) formulieren die optimale bayessche Losung zur rekursiven Schiatzung der
Zustdnde dynamischer Systeme aus abweichungsbehafteten Beobachtungen. Jedoch ist diese bayessche Inferenz
nur eine konzeptionelle Losung, da die Integralfunktionen im Allgemeinen nicht analytisch geldst werden kénnen.
Des Weiteren wiirde die algorithmische Implementierung der bayesschen Schitzung eine Speicherung der a
posteriori WDF als unendlich dimensionale Matrix erfordern, da die bei nichtlinearen Systemen entstehenden a
posteriori Dichten im Allgemeinen nicht vollstdndig durch endlichdimensionale suffiziente Statistiken (wie z. B.
Erwartungswert und Varianz im Fall der Normalverteilung) beschrieben werden kénnen.

Im Allgemeinen ist die Prozess- und/oder Messgleichung jedoch nichtlinear mit nicht gaufsscher Charakteristik.
Dadurch kénnen die Integrale der bayesschen Rekursionsgleichungen nicht exakt geldst werden und miissen
mittels approximativer Losungsverfahren berechnet werden. Von allen hierfiir entwickelten Verfahren, haben sich
fiir praktische Anwendungen die PF als sehr geeignet erwiesen. Der Erfolg der PF liegt in ihrer Fahigkeit nicht
lineare und/oder nicht gausche Systeme zu behandeln sowie in ihrer programmiertechnisch sehr einfachen
Umsetzbarkeit. PF sind Realisierungen stichprobenbasierter sequentieller Monte-Carlo-Methoden, welche eine
Menge gewichteter Stichproben zur rekursiven Berechnung von bayesschen a posteriori WDF verwenden.

Sequentielle Monte—Carlo-Methoden sind stochastische stichprobenbasierte Methoden, welche die Monte—Carlo-
Integration mit sequentiellen Stichprobenverfahren nutzen, um die hochdimensionalen Integrale der bayesschen
Rekursionsgleichungen zu 16sen [6]. Diese Methoden erfordern keine explizite Annahme {iber die Gestalt der a
posteriori Dichte und approximieren die Integrale durch endliche Summen diskreter, gewichteter Stichproben
(auch Sample oder Partikel genannt). Dadurch wird es mdglich, auch Zustdnde mit multimodalen oder sehr
schiefen Verteilungen zu schitzen, die sich bei nichtlinearen, nicht gauf3schen Systemen ergeben. Ein weiterer
wesentlicher Vorteil dieser Methoden ist die weitgehende Unabhangigkeit von der Dimension der zu integrierenden

4Die Filtergleichungen beriicksichtigen keine deterministischen EingangsgroRen u,, da diese in reinen Tracking-Anwendungen nicht vorliegen.
Fiir gesteuerte Systeme d.h. x; = Fy_1Xj_1 + By_ju;_1 + v éndert sich die Zustandsprédiktion des Kalman-Filters zu Xy |,_; =
Fi1X_1|k—1 +Br_1tp_1-
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Funktion. Sie unterliegen nicht dem sogenannten »Fluch der Dimensionalitit«<>. Im Gegensatz zu klassischen
Integrationsverfahren, wie der Trapezregel oder der Simpsonregel, wéichst bei SMCM der Berechnungsaufwand
nicht exponentiell mit der Anzahl der Dimensionen des Integrationsproblems. Aus Platzgriinden wird fiir die
mathematische Herleitung der PF auf die Fachliteratur verwiesen [6, 8, 9].

5 Dynamische Koordinatenmessungen

In den vorherigen Abschnitten wurde dargelegt, dass alle Bayes—Filter (BF) und damit auch PF sowie PF modell-
basierte algorithmische Umsetzungen der bayesschen rekursiven Schétzung sind, welche durch die Gleichungen
(4), (5) und (6) gegeben ist. Die essentielle Voraussetzung und der Schliissel zu ihrer erfolgreichen Anwendung
ist daher die addquate Modellierung des betrachteten dynamischen Systems sowie die effiziente Extraktion der
Informationen {iber den Systemzustand aus abweichungsbehafteten Messungen. Zunéchst werden mathematischen
Modelle zur Beschreibung derartiger Messaufgaben présentiert.

In der Koordinatenmesstechnik wird unter dynamischen Koordinatenmessungen die zeitlich kontinuierliche Er-
fassung der Koordinaten bewegter oder unbewegter Objekte verstanden. Dies kann entweder mit dynamischen
Koordinatenmessgeriten, wie Lasertrackern oder photogrammetrischen Messsystemen, oder mit taktil oder optisch
scannenden Sensoren erfolgen. Typische Messaufgaben sind Bewegungsmessungen (d. h. zuriickgelegte Raum-
bahnen und hohere kinematische Momente), Trajektorienfolgereglungen von mechatronischen Antriebssystemen,
Kalibrierungsmessungen von Fertigungsmaschinen oder Robotern sowie die dimensionelle Analyse von Bauteilen,
Strukturen oder Oberfldchen.

Derartige Messaufgaben konnen sensorunabhingig und allgemeingiiltig als Trackingproblem eines Massepunktes®
formuliert werden, welcher sich zeitlich in beliebigen Koordinaten bewegt. Die Dynamik des Massepunktes
entspricht dann einer Trajektorie, welche entweder die zuriickgelegte Raumbahn oder das Gestaltprofil, im
Fall der Erfassung von Oberflaichenpunkten eines Objektes, beschreibt. In der Koordinatenmesstechnik kénnen
prinzipiell zwei Messaufgaben unterschieden werden. Die Messung von a priori bekannten oder erwarteten
Trajektorien und die Messung von unbekannten Trajektorien. Der erste Fall tritt stets bei der Erfassung von
Objekten oder Bewegungen auf, welche durch idealgeometrische Ersatzelemente (z.B. Standardgeometrien in
der Fertigungsmesstechnik), Splines (z. B. Freiformkurven industrieller Produkte) oder Lookup-Tabellen (z.B.
programmierte Robotertrajektorien) beschrieben werden konnen und deren Auspragung bereits vor der eigentlichen
Messung bekannt ist. Fiir die hiufige Aufgabe der Messung von idealgeometrischen Bahnen sind in Tabelle 1
geeignete Dynamikmodelle aufgefiihrt. Die hierin fehlenden Regelgeometrien Zylinder, Ebene und Torus kénnen
aus den dargestellten Modellen zusammengesetzt werden. So kann die Erfassung zylindrischer Geometrien auf die
Antastung entlang kreisformiger Bahnen in verschiedenen Ebenen oder einer Helix zuriickgefiihrt werden.

Das in der Praxis dynamischer Koordinatenmessungen, wie dem optischen Tracking oder dem Abtasten (Scanning)
von Freiformflachen, relevantere und eigentliche Problem ist die Beschreibung von freien Bewegungen und deren
Verfolgung. In diesen Féllen konnen, in Ermangelung vorab verfiigbarer Informationen iiber die zu erwartende
Dynamik oder Trajektorie des Messobjektes, nur allgemeingiiltige Polynommodelle fiir die Beschreibung der
Dynamik verwendet werden. Die hierbei gebrduchlichsten Ansitze zur Formulierung von Prozessfunktionen sind
in Tabelle 6 zusammengefasst.

Auf die Modellierung der Messgleichung wird nicht weiter explizit eingegangen, da diese a priori aus Kalibriermes-
sungen oder experimentellen Analysen des Messsystems ermittelt werden kann. Zumeist handelt es sich hierbei
um einfache Abbildungsfunktionen zwischen Mess- und Zustandsraum. Bei Koordinatenmessungen ergibt sich
fiir gewohnlich eine direkte Abbildung oder eine einfache Koordinatentransformation zwischen Inertial- oder
Sensorkoordinatensystem und dem korperfesten Koordinatensystem des Massepunktes (z. B. Kugelkoordinaten bei
richtungs- und entfernungsmessenden Sensoren).

SEntgegen der hiufig verdffentlichten Meinung sind sie nicht vollstéindig frei von diesem Effekt. Allerdings sind die sequentielle Monte—
Carlo-Methoden (SMCM) weitaus weniger betroffen als die klassischen numerischen Integrationsverfahren, wodurch dieser Effekt fiir
Dimensionen n, < 100 vernachlassigt werden kann[7].

®In den folgenden Ausfithrungen wird primér von Einkoordinatenmessungen ausgegangen, da diese in der dynamischen Koordinatenmess-
technik iiberwiegen. Die Verallgemeinerung der hier betrachteten Modelle auf Mehrkoordinatenmessungen ist ohne Weiteres moglich.
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Tabelle 1: Beschreibung idealgeometrischer Trajektorien im euklidischen Raum mit dem Zustandsvektor x; =

[x,y, 2]
Trajektorie Visualisierung Dynamikmodell
N
Punkt s Xjp1 =Xt Vg
M
Gerade ! Xpy1 =X +A- e, | +vy
eZ

Kreis o = [ %] = [Treos(o) ]
(Polarkoordinaten) 7 lyed T Lresin(ey) k
Kugel o | econ(@eim(e) | +v

. k= | Tk k k k
(Kugelkoordinaten) i sin(6; )
Helix _ ;k (;(1);(( wkg 4
(Zylinderkoordinaten) Xe= | Tk 2 Px vk

k

Tabelle 2: Beschreibung beliebiger nichtlinearer Trajektorien im euklidischen Raum

Bezeichnung Dynamikmodell
x(t) ag A | | ¢ V(1)
Polynommodell y(t)| = | by b, |+ vy(t)
2(t) o | v,(t)
s()]_[0 17 [s(t) 0
Kinematik- CWNA [\y(t)]_[o o]'[v(t)]J’[l]'V(t)
modelle 5(t) o 1 ol [st) 0
CWPA vit)[=1[0 0 1] -[(v®)|+]0[-v(t)
a(t) 0 0 O a(t) 1
Zeitreihenmodelle ~ ARMA(m, n) X, =& + Zaixt_i + Z bjg,_;
i=1 =1

193



DOI 10.5162/AHMT2014/P8

6 Bayes-Filter fur dynamische Koordinatenmessungen

Bayes-Filter konnen auf Grundlage der in Tabelle dargestellten Kinematikmodelle fiir Massepunkte direkt zur
kontinuierlichen Messung (Verfolgung) der Koordinaten bewegter Objekte verwendet werden. Bei addquater
Modellparametrisierung kénnen abweichungsverursachende Einfliisse des Messprozesses kompensiert werden
und eine bessere Bestimmung der tatsdchlichen Objektkoordinaten erzielt werden. Neben dieser Verbesserung
der Messgenauigkeit kann gleichzeitig erfolgreich eine Ermittlung der Messunsicherheit erfolgen. Dies soll im
Folgenden fiir eine bewusst einfach gehaltene Messaufgabe demonstriert werden. Als Anwendung hierfiir werden
dynamische, d. h. kontinuierlich scannende, Koordinatenmessungen eines Einstellringes mit einem Tastsystem der
Fertigungsmesstechnik betrachtet.

Der Taster ist vom Hersteller geméafs ISO 10360 mit einer Antastunsicherheit 1,5um fiir scannende Messung-
en spezifiziert. Alle Messungen wurden auf einem Multisensor-Koordinatenmessgerét mit maximal zulassiger
Langenmessabweichung von E2 = (0.5 + L/600)pm, mit der Messldnge L in mm bei konstanter Temperatur
¥ =20°C £ 0,1K durchgefiihrt. Das Werkstiickkoordinatensystem wurde durch iteratives Einmessen so bestimmt,
dass der Nullpunkt und die Messebene dem Mittelpunkt bzw. der x—y-Ebene des Einstellringes entsprechen. An-
schliefend wurde mit einer Scangeschwindigkeit v ~ 80 um/s die Kreiskontur des Einstellringes im mathematisch
positiven Drehsinn erfasst. Die Unsicherheit der Verfahrgeschwindigkeit wurde experimentell mit 2um/s ermittelt.
Fiir die Beschreibung des Messprozesses wurde das nachfolgende Zustandsraummodell verwendet (vgl. Abschnitt
5).

_[xk] _ [rcos(wr)
= [yk] = [rsmwk)] Vi (18)
J’kz[(l) g):lxk"i'wk (19)

Der Drehwinkel ¢, wird im Filter in jedem Zeitschritt aus der Scangeschwindigkeit berechnet. Das Messrauschen
in jeder Koordinate w wurde entsprechend der spezifizierten Messunsicherheit des Koordinatenmessgerits,
der Antastunsicherheit des Tasters, der Unsicherheit der Verfahrgeschwindigkeit sowie umgebungsbedingter
Abweichungsursachen als gleichverteiltes Rauschen 2/(0; 2,9 um) parametrisiert. Das Prozessrauschen wurde unter
Beriicksichtigung der Kalibrierunsicherheit, der Unsicherheit des Koordinatenursprungs, der Rundheitsabweichung
und der Rauheit des Einstellringes als normalverteiltes Rauschen mit der Standardabweichung 4°(0; 0,5 um)
definiert.

Die Messunsicherheit ist gem4 GUM als Standardabweichung oder als Uberdeckungswahrscheinlichkeit anzugeben
[10]. Fiir die Ermittlung der hierfiir erforderlichen Messabweichungen wird eine inverse Filterung mit Adaption des
Prozessrauschens umgesetzt. Mit inverser Filterung ist hierbei der Umstand gemeint, dass nicht von der Beobachtung
auf den Zustand sondern vom Zustand auf die Beobachtung geschlossen wird. Aufgrund der sehr genauen a priori
Kenntnis der Prozessdynamik wird die Zustandsvorhersage des nichsten Antastpunktes nach Gleichung 18 als
Referenz fiir den nachgelagerten Korrekturschritt verwendet. Dadurch wird die aktuelle Koordinatenmessung
mit dem berechneten Zustand verglichen und gewichtet. Es erfolgt somit keine beobachtungsbasierte sondern
eine prozessmodellbasierte Abweichungsbestimmung, woraus sich die Notwendigkeit einer genauen a priori
Kenntnis der Prozessdynamik ergibt. Fiir die Schétzung der Standardabweichung wird zusatzlich eine dynamische
Anpassung des Prozessrauschens in Abhéngigkeit der Abweichung zwischen Schétz- und Messwert im letzten
Zeitschritt umgesetzt. In den folgenden Untersuchungen wird ein PF mit 200 Partikeln verwendet. Die Anzahl
der Partikel kann aufgrund der hohen Giite der Prozessmodellierung und des hier gegebenen Prozessrauschens
deutlich niedriger als sonst iiblich gewahlt werden.

Fiir die Messunsicherheitsermittlung dynamischer Koordinatenmessungen ist die sequentielle Bestimmung der
Unsicherheit jeder Einzelantastung erforderlich. Diese Unsicherheitsaussage kann nun sehr einfach aus der bayes-
schen a posteriori Dichteschédtzung des PF abgeleitet werden. In Abbildung 2 ist beispielhaft fiir einen Zeitschritt
die PF-basierte Approximation und Berechnung der Kovarianzmatrix visualisiert. Weitere stochastische Momente,
wie Schiefe und Wolbung, kénnen ebenfalls abgeleitet werden. Es ist zu beachten, dass die bayessche Inferenz nicht
immer zu einer GUM- bzw. GS1-identischen Messunsicherheit fithrt. Sowohl im GS1 als auch bei Bayes—Filtern wird
die Messunsicherheit als Unkenntnis {iber den tatsédchlichen Wert einer Messgrof3e aufgefasst und diese durch WDF
beschrieben. Jedoch wird im GS1 die WDF einer Messgrolse im Allgemeinen nicht aus einer bayesschen Inferenz
ermittelt. Die bayessche Schitzung basiert auf einem Beobachtungsmodell wiahrend im GS1 ein Messmodell der
Auswertung zugrunde gelegt wird. Dadurch konnen sich in Abhangigkeit der Nichtlinearitidt des Modells und der
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Zeitk = 40 Geschatzte a posteriori Dichte (NP =200)
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Abbildung 2: Darstellung der PE-basierten Schitzung der a posteriori Dichte und des 99, 7%-Konfidenzintervalls
fiir scannende Tastermessungen der Kreiskontur eines Einstellringes im Zeitschritt k = 40.

verwendeten a priori WDF die ermittelten Messunsicherheiten beider Ansétze unterscheiden [11]. Da allerdings
weder GUM noch GS1 dynamische Messungen beriicksichtigen, ist die bayessche Inferenz die einzige Moglichkeit
einer GS1-geméiRen Messunsicherheitsermittlung fiir derartige Messaufgaben.

Abschlief3end ist fiir das bewusst einfach gewéhlte Beispiel anzumerken, dass aufgrund der prézisen Dynamik-
kenntnis und der geringen Schrittweite durch Linearisierung des Zustandsraummodell aus Gleichung 18 und
Anwendung des KF eine annédhernd identische Schitzgenauigkeit wie das PF erzielt werden kann. Eine Zunahme
der Abweichungen ist erst bei groferer Nichtlinearitdt der Prozess- und/oder Messgleichung sowie bei nicht
gaufdschem Rauschen zu erwarten. Auch die prinzipbedingte Verwendung von normalverteiltem Messrauschen mit
der zuvor spezifizierten Standardabweichung zeigt keinen signifikanten Einfluss auf das Schatzergebnis. Prinzipiell
sind sowohl KF als auch PF geeignet, die Messunsicherheit dynamischer Koordinatenmessungen zu schitzen und
auch zu reduzieren. Der Vorteil der PF liegt vornehmlich in ihrer Fihigkeit, auch nicht gausche Verteilungen
erfassen und abbilden zu konnen. Dies sollte aufgabenspezifisch genutzt und Antastabweichungen entsprechend
modelliert werden.

7 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurde eine anwendungsorientierte Einflihrung in das Gebiet der Bayes-Filter zur Genauig-
keitsverbesserung und Unsicherheitsermittlung von dynamischen Koordinatenmessungen gegeben. Dazu wurden
zundchst die Grundlagen der bayesschen Estimations- und Filtertheorie dieser modellbasierten Filterverfahren
prasentiert. Anschlie3end erfolgte die Erarbeitung von Modellen fiir den erfolgreichen Einsatz der Bayes-Filter
im Bereich der Koordinatenmesstechnik. Abschlieend wurden die Leistungsfdhigkeit der Bayes-Filter zur Ge-
nauigkeitsverbesserung und Unsicherheitsermittlung anhand einfacher dynamischer Koordinatenmessaufgaben
demonstriert.

In zukiinftigen Arbeiten miissen stochastische Eigenschaften der Bayes-Filter intensiver untersucht werden. Daneben
sind differenzierte Systemmodelle fiir weitere Messaufgaben sowie programmiertechnische Implementierungen zu
erarbeiten.
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